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内 容 简 介 


本 书 是 根据 国家 教委 颁布 的 高 等 工业 学 校 《 信 号 与 系统 课程 教学 基本 要 求 》, 结合 普通 


高 等 学 校 的 实际 情况 ,在 编者 多 年 教学 实践 的 基础 上 编写 而 成 的 。 全 和 








节 共 7 章 ， 系统 地 论述 





了 信号 与 系统 的 基本 理论 、 基 本 概念 和 基本 分 析 方法 。 本 书 以 通信 和 控制 工程 为 应 用 背景 ， 
从 时 域 、 频 域 、 变 换 域 三 大 域 深入 浅 出 地 展开 课程 内 容 ， 先 连续 后 离散 ， 先 周期 后 非 周 期 。 









































主要 内 容 包括 : 信号 与 系统 的 基本 概念 ， 系 统 的 时 域 分 析 , 传 里 叶 变 换 与 系统 的 频 域 分 析 ， 
连续 时 间 系 统 的 复 频 域 分 析 ， 系 统 函 数 ， 线 性 时 不 变 系统 的 z 域 分 析 ， 系 统 的 状态 变量 分 
析 。 每 章 设置 二 维 码 进 行 相关 内 容 的 深 和 人 展开, 每 章 末 均 设置 了 习题 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 电 子 信息 、 通 信 工 程 、 自 动 化 、 计 算 机 、 信 息 工 程 、 信 号 检测 、 
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信号 与 系统 的 
基本 概念 


本 章 介绍 了 信和 号 与 系统 的 概念 及 分 类 沪 法 ; 同时 讨论 了 线性 时 不 变 (Linear Time - 
Invariant, et 介绍 了 线性 时 不 变 系 统 的 描述 方法 和 分 析 方法 ; 深入 研究 了 
= 性 时 不 变 系统 分 析 中 占有 证 分 重要 地 位 的 阶 跃 讽 数 、 冲 激 函 数 ， 以 及 它们 的 特性 


恕 = 教学 要 求 
了 和 解 信号 与 系统 的 分 类 ; 掌握 信号 的 运算 方法 ; 深入 研究 阶 跃 函 数 、 冲 激 函 数 及 其 
特性 ， 


S 

人 er 重点 与 难点 
1. 信号 的 描述 与 运算 
(1) 信号 的 分 类 。 
(2) 信号 的 运算 (难点 是 对 信号 进行 平移 、 反 转 和 尺度 变换 的 综合 运算 ) 。 
(3) 冲 激 函 数 和 阶 跃 函 数 。 
2. 系统 的 描述 与 性 质 
(1) 系统 的 分 类 。 
(2) 线性 系统 、 时 不 变 系统 、 因 果 系 统 的 定义 及 判别 方法 。 
(3) 用 仿真 框图 表示 系统 或 由 框图 写 出 该 系统 方程 。 








1.1 序 


了 中 


信号 与 系统 的 概念 已 经 深入 人 们 的 生活 和 社会 的 各 个 方面 。 手 机 、 电 视 机 、 通 信和 网 、 
计算 机 网 等 已 成 为 人 们 常用 的 工具 和 设备 ， 这 些 工 具 和 设备 都 可 以 看 成 系统 ， 而 各 种 设备 
传送 的 语音 、 音 乐 、 图 像 、 文 字 等 都 可 以 看 成 信号 。 

那么 ,什么 是 信号 ?什么 是 系统 ? 为 什么 将 这 两 个 概念 连 在 一 起 ”信号 是 信息 的 一 
种 表示 方式 ， 通 过 信号 传递 信息 。 信 号 的 概念 与 系统 的 概念 是 紧密 相连 的 。 信 号 在 系统 





输出 信号 。 中 按 一 定 的 规律 运动 、 变 化 ， 系 统 在 输入 信号 的 驱 
i jy。 动 下 对 它 进行 “加工” 处理 ”并发 送 输 出 信号 ， 如 
bi 图 1.1 所 示 。 输 入 信号 常 称 为 激励 ， 输 出 信号 常 称 

图 1.1 信和 号 与 系统 为 响应 。 


1.2 信号 的 概念 





信号 常 可 以 表示 为 时 间 函 数 (或 序列 ) ， 该 函数 的 图 像 称 为 信号 的 波 
加 形 。 在 讨论 信号 的 有 关 问题 时 , 学 俏 号 ”与 “函数 (或 序列 )” 两 个 词 党 
【典型 信号 举例 】 互相 混用 ， 不 予 区 分 。 


1.2.1 信和 号 的 定义 


(Ginf6rpiation) 是 人 类 感官 所 能 感知 的 一 切 反映 客观 事物 运动 状态 、 特 征 及 其 变化 
它们 是 抽象 的 ， 只 能 借助 一 定 的 物理 方式 予以 表达 。 

消息 (message) 是 信息 的 物理 表达 方式 ， 诸 如 语言 、 文 字 、 图 像 、 数 据 或 者 事先 约定 
的 符号 等 。 消 息 中 都 包含 一 定 的 信息 。 

消息 一 般 难 以 高 效 、 可 靠 地 进行 远 距离 传输 ， 为 此 需要 将 它们 转换 为 随时 间 和 空间 变 
化 的 某 种 物理 量 ， 这 就 是 信号 (signal) 。 因 此 ， 信 号 是 消息 的 表现 形式 和 运载 工具 ， 消 息 
是 信号 的 内 容 。 

信号 对 人 们 来 说 并 不 陌生 。 例 如 ， 上 课 的 铃声 一 一 声 信 号 ， 表 示 该 上 课 了 ;， 十字 路 口 
的 红绿灯 一 一 光 信 号 ， 指 挥 交 通 ; 电视 机 天 线 接收 的 电视 信息 一 一 电信 号 ; 广告 牌 上 的 文 
字 、 图 像 信 号 ; 等 等 。 
信号 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 若 信号 表现 为 电压 、 电 流 、 电 荷 、 磁 链 或 空间 电磁 波 时 ， 则 
称 为 电信 号 。 电 信号 因 其 易于 存储 、 传 输 、 处 理 和 再 现 ， 且 非 电 信号 又 极 易 转换 为 电信 
号 ， 因 而 电信 号 是 现代 技术 中 应 用 最 广 的 信和 号。 

为 了 对 信号 进行 分 析 和 研究 ， 必 须 建立 信号 的 数学 模型 ， 以 便 用 数学 语言 对 信号 进行 
描述 ， 这 就 是 信号 的 数学 表达 式 ， 即 信号 的 函数 形式 。 

本 课程 只 讨论 电信 号 。 就 集 总 参数 电 系 统 而 言 ， 电 信和 号 是 只 随时 间 变 化 的 单 变量 信号 
u(t) 和 i(1)， 它 们 随时 间 变 化 的 函数 曲线 称 为 信号 的 波形 ， 它 是 信号 的 图 形 表示 。 






























1.2.2 信号 的 分 类 


1. 确定 信号 和 随机 信号 ( 按 信号 随时 间 的 变化 规律 分 类 ) 加 记过 国 
确定 信号 中 的 信号 是 自 变 量 的 确定 函数 ,在 任意 给 定时 刻 或 位 置 
信号 都 具有 确定 的 数值 及 分 布 ， 信 号 所 含 信息 的 不 同体 现在 其 分 布 值 随 加 
时 间或 空间 的 变化 规律 上 。 随 机 信号 中 的 信号 不 能 用 自 变 量 的 确定 丽 数 【随机 信号 举例 】 
去 描述 ， 自 变量 给 定时 ， 信 号 值 具有 不 可 预知 的 不 确定 性 ， 只 能 通过 大 量 试 验 或 以 统计 数学 
为 工具 去 获取 在 给 定 自 变量 下 信号 为 某 一 数值 的 概率 (信号 的 统计 特性 ) 。 
2. 连续 时 间 信 号 和 离散 时 间 信 号 ( 按 信号 自 变量 的 定义 域 分 类 ) 
连续 时 间 信 号 中 信号 的 自 变量 取 值 是 连续 的 。 也 就 是 说 ， 信 号 自 变 。。 国 基 喇 回 
量 (时 间 ) 的 定义 域 是 连续 的 ， 除 若干 不 连续 的 点 外 ,信号 都 有 确定 值 与 计 








自 变 量 对 应 。 图 1. 2(a) 中 的 信号 男 
fi Ct) =10sin(wt), 一 Fe (1-1) [连续 时 间 信 号 
其 定义 域 (一 c，<ce) 和 值 域 [一 10，10] 都 是 连续 的 。 图 1. 2(b) 中 的 信号 和 离散 时 间 
0, .70 信号 的 关系 】 
fi = 1 a Nl (1-2) 
SN 和 过 :一 2 
2 
其 定义 域 (一 c"，c) 是 连续 的 ,但 其 函数 值 只 取 一 1 1 三 个 离散 的 数值 。 
有 所 RD 
10 1 





(a) 值 域 连续 (b) 值 域 不 连续 
图 1.2 连续 时 间 信 号 
而 离散 时 间 信 号 中 的 信号 的 自 变量 取 值 是 离散 的 。 就 是 说 ， 信 号 只 在 自 a 加 
让 共 的 帘 散 昱 间 才 有 定 久 。 这 里 “离散 ” ree he 
是 离散 的 ， 它 只 取 某 些 规定 的 值 。 所 以 。 信 号 自 变 量 的 定义 域 是 不 连续 的 。 
图 1. 3 所 示 为 离散 时 间 序列 ， 其 中 


用 样 量化 绽开 
a 0, k=0 ire 
人 
对 于 不 同 的 a， 其 值 域 [0，1] 是 连续 的 。 
AD 
1 回 榴 品 回 
回 
0123 4 k 【离散 信号 采样 


pe 及 其 频谱 特征 】 











3. 周期 信号 和 非 周期 信号 ( 按 信号 变化 的 重复 性 分 类 ) 


周期 信号 是 信号 随 自 变 量 连 续 变 化 且 重复 某 一 变化 规律 的 信号 ， 即 定义 在 (一 ，c=) 区 
间 ， 每 隔 一 定时 间 T( 或 整数 N) ， 按 相同 规律 重复 变化 的 信号 ， 如 图 1. 4 所 示 。 





AD 
AD 
1 
[ll "| ll 
泪 三 亚 0 1 _N N 2N 大 
2 2 
(a) 连续 周期 信号 (b) 离散 周期 序列 
图 1.4 周期 信号 
连续 周期 信号 /(4) 满 足 S 
f(D=f(t4nT), ns, +2, » (1-4) 
离散 周期 信号 /(k) 满 足 XNF 
FA) 一 FREEND Ym=0, +tl1, +2, (1-5) 


使 式 (1 -4) 成 立 的 最 小 了 值 称 为 信号 (2) 的 周期 ， 使 式 (1 - 5) 成 立 的 最 小 N 值 称 为 
信号 /(k) 的 周期 。 不 具有 周期 性 的 信号 称 为 非 周 期 信号 。 周期 信号 的 特点 如 下 。 

(1) 无 始 无 终 ， 定 义 域 为 (一 ,十 吕 )。 XL 

(2) 变化 规律 具有 周期 性 ， 各 周期 内 的 信号 波形 完全 相同 。 

(3) 周期 比 为 整数 比 的 周期 信号 之 和 仍 是 周期 信号 ， 其 周期 是 子 信号 周期 的 公 倍数 。 

例 1.1 判断 不 列 信号 是 否 为 周期 信号 ， 若 是， 确定 其 周期 。 

(1) f1(1)=sin 2t+cos 3t 

(2) /2(t)=cos 2t+sin rt 

分 析 ”两 个 周期 信号 x(1)，y(4) 的 周期 分 别 为 T, 和 T,， 车 其 周期 之 比 T/T, 为 有 理 
数 ， 则 其 和 信号 x(2) 十 y(4) 仍 然 是 周期 信号 ， 其 周期 为 T 和 T; 的 最 小 公 倍数 。 

解 (1) sin 2 是 周期 信号 ， 其 角 频 率 和 周期 分 别 为 

w=2rad/s, Ti=2x/w=ns 
cos 3 是 周期 信号 ， 其 角 频 率 和 周期 分 别 为 
w=3rad/s, T,=2x/w,=(2n/3)s 

由 于 Ti/Ts==3/2 为 有 理 数 , 故 /1 (4) 为 周期 信号 ， 其 周期 为 T 和 T, 的 最 小 公 倍 
数 2x。 

(2) cos 2t 和 sin xt 的 周期 分 别 为 Ti 二 xs，T, 二 2s， 由 于 T/T; 为 无 理 数 ， 故 /;(1) 为 
非 周 期 信号 。 

例 1.2 判断 正弦 序列 f(k) 二 sin Bk 是 否 为 周期 信和 号， 若是 ,确定 其 周期 。 

解 f(k)=sin Bk=sin(Bk+2mr), m=0, 土 1, +2, … 





























sin [BC(k+m 











可 | sin [BC(k+mN)] 
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式 中 ，B8 称 为 数字 角 频 率 ， 单 位 为 rad。 由 上 式 可 得 以 下 结论 。 

仅 当 2r/B 为 整数 时 ,正弦 序列 才 具 有 周期 N 一 2r/B。 

当 2r/B8 为 有 理 数 时 ， 正 弦 序 列 仍 为 具有 周期 性 ， 但 其 周期 为 N=M(2r/B) ，M 取 使 
NN 为 整数 的 最 小 整数 。 

当 2x/B 为 无 理 数 时 ,正弦 序 列 为 非 周 期 序列 。 

例 1.3 判断 下 列 序列 是 否 为 周期 信号 ， 若是， 确定 其 周期 。 

(1) 广 (A) 一 sin(3xR/4) 十 cos(0. 5mk) 

(2) fo(k)=sin 2k 

解 (1) sin(3xk/4) 和 cos(0. 5xk) 的 数字 角 频 率 分 别 为 B= 二 3x/4rad,， PB 二 0. 5rrad。 

由 于 2r/B = 王 8/3，2r/ 及 = 一 4 为 有 理 数 ， 故 它们 的 周期 分 别 为 Ni 二 8，N;, 一 4， 故 
i(k) 为 周期 序列 ， 其 周期 为 N 和 N: 的 最 小 公 倍数 8. 一 一 

(2) sin 2k 的 数字 角 频 率 为 B= 二 2rad; 由 于 2x/ 记 读 关 为 无 理 数 ， 故 /,(k) 二 sin 24 为 
非 周期 序列 。 YA- 

由 上 面 几 例 可 看 出 : NS 

(1) 连续 正弦 信号 一 定 是 周期 信号 而 正弦 序列 不 一 定 是 周期 序列 。 

(2) 两 连续 周期 信号 之 和 不 一 定 是 周期 信号 ， 而 两 周期 序列 之 和 一 定 是 周期 序列 。 


4. 能量 信号 和 功率 信号 ( 按 信 叶 的 能 量 和 功率 畦 渴 分 类 ) 


能 量 信号 的 总 能 量 海 有 限 值 ， 而 平均 功率 为 零 。 功 率 信号 的 平均 功率 为 有 限 值 ， 而 总 
能 量 无 穷 大 ， 并 且 信号 自 变量 (时 间 ) 的 定义 诚 为 (一 一 ， 十 =)。 
信号 能 量 定义 为 在 区 间 ( 一 =， 十 255) 中 的 信号 /2 的 能 量 ， 用 巨 表 示 ， 即 


E= lim | Woh (1-6) 





信号 功率 定义 为 在 区 间 ( 一 2， 十 中 ) 中 信号 /2) 的 平均 功率 , 用 己 表 示 ， 即 








-tm ixol 
了 一 lim 2 _ |7Go| 1 (I= 


若 信号 f(1) 的 能 量 有 界 ( 即 0 二 E<==， 这 时 P 二 0)， 则 称 其 为 能 量 有 限 信 号 ， 简 称 能 
量 信号 。 若 信号 f(1) 的 功率 有 界 ( 即 0 一 P 一 c=. 这 时 下 ==<=)， 则 称 其 为 功率 有 限 信号 ， 
简称 功率 信号 。 

一 般 规律 如 下 。 

(1) 一 般 周期 信号 为 功率 信号 。 

(2) 时 限 信号 ( 仅 在 有 限时 间 区 间 不 为 零 的 非 周期 信号 ) 为 能 量 信号 。 

(3) 还 有 一 些 非 周期 信号 ， 也 是 非 能 量 信号 。 如 s(2) 是 功率 信号 ;而 te(1)、e' 为 非 功 
率 非 能 量 信 号 ; 6(z) 是 无 定义 的 非 功率 非 能 量 信 号 。 


5. 实 信号 和 复 信 号 ( 按 信号 的 值 域 性 质 分 类 ) 
在 任意 时 刻 的 取 值 均 为 实数 ,物理 上 可 以 实现 的 信号 都 是 实 信号 。 连 续 信号 的 复 指数 











信号 可 表示 为 


太一 e ， 一 co 二 1co (1-8) 
式 中 ， 复 变量 ;=o 十 jw, o 是 ; 的 实 部 ， 记 为 Re [s], ww 是 ; 的 虚 部 ， 记 为 Im [s]。 根 据 欧 
拉 公式 ， 式 (1 -8) 可 展开 为 


CD 一 em 一 ecos wttje” sin wt 《3 

可 见 ， 一 个 复 指数 信号 可 分 解 为 实 、 虚 两 部 分 ， 即 
Re [f(t1)] =e’cos wt (1 -10) 
Im[f()] 一 er sin wt KE 二 江 二 


两 者 均 为 实 信号 ， 而 且 是 频率 相同 、 振 幅 随时 间 变 化 的 正 ( 余 ) 弦 振荡 。 
函数 值 为 复数 的 信号 称 为 复 信号 。 I .物理 上 不 能 实现 ; 常用 于 理 
论 分 析 。 离 散 时 间 的 复 指 数 序列 可 表示 为 























/=e = eAN\ (1-12) 
令 a 二 e， 式 (1 -12) 可 展开 为 站 六 
f(D) =a Codiotsin Bk (1-13) 
其 实 部 、 虚 部 分 别 为 发 
VR =a'cos Pk (1-14) 
和 多 
win [Lf] 6 学 的 村 (1 -15) 


可 见 ， 复 指数 序列 的 实 部 和 庶 部 均 为 由 值 及 变化 的 正 ( 余 ) 弦 序列 。 


Li23 有 关 信号 的 术语 ) 
按照 信号 个 实 的 时 间 区 同 还 可 进行 如 下 分 类 。 
1. 有 时 限 信 号 和 无 时 限 信 号 


若 信号 fi) 在 有 限时 间 区 间 症 过 :一 内 FOOD 天 0， 此 区 间 外 Fi) 一 0， 即 称 为 有 时 限 
信号 ， 和 否则 称 为 无 时 限 信和 号。 

2. 有 始 信 号 和 有 终 信 号 

若 信号 /CD 在 it< 时 了 (4) 二 0; t>t 时 了 (1) 取 0， 则 称 为 有 始 信号 ,t= 二 4 为 有 始 信 
号 f(2) 的 起 始 时 刻 。 

若 信 号 f(D) 在 1<ts 时 了 (41) 了 0; 1 之 ts 时 (1) 二 0， 则 称 为 有 终 信号 ,1 二 ts 为 有 终 信 
号 /CO 的 终止 时 刻 。 





3. 因果 信号 和 反 因 果 信 号 

如 果 信号 f(D) 在 1<0 时 f(D)==0; 1>0 时 了 (1) 取 0， 则 称 为 因果 信和 号。 显然 ,因果 信 
号 是 有 始 信号 的 特例 ， 可 表示 为 FCt)e(z) 。 

如 果 信号 f(D) 在 1<0 时 了 (WD) 关 0; 上 >0 时 FOD)= 一 0， 则 称 为 反 因果 信号 。 显 然 ， 反 因 
果 信 号 是 有 终 信号 的 特例 ， 可 表示 为 f(2)e( 一 四。 























项 | 章 信忠 与 纹 的 县 地 念 克 














1.3 基本 连续 时 间 信 号 及 其 时 域 特性 


信号 的 时 域 特性 是 指 信号 的 波形 、 出 现时 间 的 先后 、 持 续 时 间 之 长 短 、 变 化 的 快慢 和 
幅度 、 重 复 周期 的 大 小 等 ， 它 包含 了 信号 中 的 信息 内 容 。 本 节 给 出 基本 连续 信号 的 函数 表 
达 式 、 波 形 图 及 其 时 域 性 质 。 


1. 直流 (常量 ) 信 号 





f(D)=A, —~<t< (1 -16) 
2. 正弦 信号 


CD 一 Acos(ot 十 内， 一 co 一 ! 乓 亿 (1-17) 
式 (1 -17) 中 ,振幅 A、 角 频率 w 和 初 相 少 均 为 实 常数 
正弦 信号 有 以 下 特点 
(1) 正弦 信号 是 无 时 限 信号 。 
(2) 正 疙 信号 是 周期 信号 ， 周 期 下 


(3) 正弦 信号 微分 或 积分 的 结果 仍 为 同 频 正 弦 信 和 号 








(4) 正弦 信号 满足 二 阶 微分 方程 三 (0 十 oOET 由 回 
3. 单位 阶 跃 信号 Ct 
0F2Z0 
el(l)= (1 一 18) 【单位 阶 跃 信 号 
1, >0 的 MATLAB 实 现 】 


称 为 发 生 幅 度 为 1 的 阶 跃 ， 如 图 1. 5 所 示 。 

其 值 域 具 有 0、1 两 个 数值 。 单 位 阶 跃 信号 的 起 始 作 用 可 使 任意 非 因果 信号 /(7) 变 为 
因果 信号 Fo)e(z) 。 

4, 单位 门 信号 

单位 门 信号 如 图 1.6 所 示 。 





gn) 
alD) 1 
= 二 O 到 i 
O 2 2 
图 1.5 单位 阶 跃 信号 图 1.6 单位 门 信号 
人 | 过 到 
gr( 昌 一 (1 -19) 


区 
0， lr 
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| 
do 1 











单位 门 信号 是 有 时 限 信号 ， 具 有 使 任意 无 时 限 信号 /(4) 变 为 有 时 限 信 号 / (4) g, (7) 的 
功能 。 单 位 门 信号 可 表示 为 两 个 延 时 的 单位 阶 跃 信 号 之 差 ， 即 








gD=e(1+ 皇 )-e(:- 皇 ) (1 -20) 
5. 单位 冲 激 信号 
30 = a | awd = | aod=1 (1-21) 
0，t 关 0 一 o_ 
单位 冲 激 信号 又 称 狄 拉 克 函 数 或 6 函数 ， 它 和 单位 阶 跃 浮 数 都 属于 奇异 函数 ， 如 图 1.7 
所 示 。 
回 :ma] 50 
IE 
百 (D 
【单位 冲 激 信和 号 
的 MATLAB 实 现 】 6 ” 
回 利 gw 回 图 157 单位 冲 激 信 和 号 
单位 冲 激 信号 除 原点 外 处 处 为 零 ， 但 具有 单位 面积 (反映 信号 强度 ， 简 
回 称 冲 激 强度 )， 可 视 鞭 为 门 宽 r， 门 高 者 的 门 信号 G.() 在 50 时 的 极限 。 
【单位 冲 激 
夯 数 的 定义 】 单位 神 激 丽 数 有 以 下 性 质 ; 
(1) 采样 (筛选 ) 性 质 汪 设 任意 有 界 函 数学 (O 在 :一 0 和 :4 时 刻 连 续 ， 则 
/G0)80) (1 -22) 
(GCT ) 一 大 (to)6(Gt 一 训 ) (1=23) 
那么 
| f(D dt = [ fC0)6(D dt = f(0) (1 -24) 
上 f(D — td = 上 f(t0)6(t—to)dt = f(to) (1=25) 


就 是 说 ， 任 意 有 界 函 数 /(7) 与 单位 冲 激 函数 相 乘 后 ， 在 无 穷 区 间 的 积分 结果 等 于 冲 激 
时 刻 /2 的 函数 值 1(0) 或 f(1,)， 这 就 是 单位 冲 激 函数 的 采样 (筛选 ) 性 质 。/(0) 或 f(16) 
为 采样 时 刻 的 采样 值 ，F(z) 为 被 采样 函数 (信和 号 ) 。 

(2) 单位 冲 激 函 数 为 偶 函 数 。 














0 = 羡 一 下 5 一直) == = = Hh = (1 -26) 
(3) 单位 冲 激 函 数 的 尺度 变换 性 质 。 

Ba) = ETD) l= 

回回 4a 为 大 于 零 的 实 常数 ， 由 此 可 推出 
记 蚁 册 aa =3 (各) (1 -28) 

a a 
| Foa(at)d = 工 F(0) C=20) 
【单位 冲 激 函 数 而 a 
的 尺度 变换 


四 本 
性 质证 明 】 [ f (2)6(at —t)dt = 1s(s) (l= 











单位 冲 激 函数 和 单位 阶 跃 函 数 的 关系 为 





de(1) 
6(1) 一 a 
el1) = 上 5(r)dr C1=31) 
延迟 的 单位 冲 激 函 数 和 单位 阶 跃 函数 的 关系 为 
_ de(t—1) 
6(1—4) 一 a 
ee = FE (1 -32) 
6. 单位 冲 激 偶 函数 
单位 冲 激 信号 的 一 阶 导数 人 
iD) 一 RS (1 -33) 


是 一 对 发 生 在 :一 0(0- 和 0， ) 时 刘强 度 无 穷 大奖 负 神 小 信 号， 称 为 单位 冲 激 偶 函数 。 
单位 冲 激 偶 函数 有 以 下 的 性 质 。 






































(1D 单位 冲 激 个 函 数 是 奇 画 数 、 
6’(1) MG 人 to)= 0’ (to—t) (1-34) 
(2) bh 冲 激 包 图 的 面积 相互 抵消 )。 
Va [ 0 (Dis (1 -35) 
(3) 单位 冲 激 偶 函 数 的 积 分 是 单位 冲 激 郊 数 。 
N Ga [ Pt) dr = 8) (1 -36) 
(4) 根据 两 函数 之 积 的 求 导 公式 和 单位 冲 激 函数 的 性 质 : 
[Lf] = (0) =f 600 +fDO (0) =f (0)600) + £0 CD) 
可 得 
f DOD)=f0)0 (0)—f (0)60) (1-37) 
同 理 
(0D8 (一 名) 一 to)8 (2—t0)—f (t0)6C—to) (1-38) 
结果 有 如 下 推论 : 
| GD)8 (CDdt =— ff (0) (1 -39) 
| f(D (一 各 )dt =— f(t) (1 -40) 
『 Fr)6 Ddr = f(0)00) — fF (0)elt) (1 -41) 
信 f(D (rt—it)dr= fH —t)—f telt—t) (1=42) 


7. 单位 斜坡 信号 
i>0 


t, 
(2 =) = (1 -43) 
0, t=0 











单位 斜坡 信号 (1) 是 从 :一 0 开始 随时 间 :正比 增长 且 斜率 为 1 的 信号 。 
延 时 的 单位 斜坡 函数 可 表示 为 











t—tos ti>t 
r(t 一 加 ) 一 (一 如)e(t 一 加 ) 一 (1 -447) 
网 t=to 
单位 斜坡 函数 和 单位 阶 跃 函数 、 单 位 冲 激 函 数 的 关系 
r(b = 用 e(6)d = [ 上 E dr) drdé (1 -45) 
_ de(1) _ dr(1) 
Do 一 (1 -46) 
单位 斜坡 函数 的 一 次 积分 是 仅 存 于 :二 0 区 间 的 抛物 线 
『 r(r)dr 一 | 一 $eedh 
8. 复 指数 信号 
f(1)=Ae"、 oo (1-47) 





式 中 ，A 为 实 常数 ，* 一 c 十 jo 称 为 复 频率 Xo 单 位 为 二 ,ww 单位 为 2 ， 均 为 实 常数 。 

根据 欧 拉 公式 ， 复 指数 函数 可 展 为 一 - 

f(D FA PA" em 一 Aeneis 汉 十 jAer sin wt (1 -48) 

其 实 部 和 虚 部 分 别 是 振幅 随时 间 按 指数 规律 变化 的 余弦 和 正弦 信号 ， 复 频率 ; 的 实 部 o 决 
定 了 它们 振幅 随时 间 变 化 两 情 况 ， 复 频率 的 虚 部 。 则 是 余弦 和 正弦 信号 的 角 频 率 。 

复 指数 信号 有 以 平 几 个 特例 。 %X 

(1) * 一 0 时 ”CD) 一 A， 为 直流 (常量 ) 信 号 。 

(2) s 二 go 时 ，f(1) 二 Ae”， 为 实 指数 信和 号。 

(3) 5 二 jw 时 ，/(1)= 二 Ae™ 一 Acos wt 十 jAsin wt， 为 复 指数 信号 ， 但 其 实 部 和 虚 部 均 为 
等 幅 振荡 的 同 频 余 弦 和 正 弱 信号 。 

复 指数 信号 /一 Ae" 虽 然 物 理 上 不 可 实现 ， 却 能 概括 出 许多 不 同类 型 的 基本 信号 ， 加 之 
微分 和 积分 并 不 改变 复 指数 信号 自身 的 基本 特征 ， 因 而 在 信号 与 系统 分 析 中 获得 了 广泛 应 


9. 采样 信号 





















sint 


了 (一 St) 一 了 





,一 co<t<% (1 -49) 


采样 信号 如 图 1. 8 所 示 。 
/0 





一 0 x 


1.8 采样 信号 
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采样 信号 有 以 下 性 质 。 
(1) 采样 信号 是 偶 函数 : 
f(—0)=f0) (1-50) 
(2) 采样 信号 的 零 值 点 : (一 Ar(R 一 士 1， 土 2，…) 时 ，F(Rr) 一 0。 
(3) 采样 信号 的 积分 : 


| Fod =2| dr (1-51) 


(4) 采样 信号 的 极限 : 
sint_ 


sint_ 
[4 


limf (1) =lim ly lim f(D)= lim 0 CL=52) 


1.4 信号 的 时 域 变换 


1. 信号 的 时 移 站 二 

信号 的 时 移 ， 从 波形 上 说 就 是 将 信和 号.FCz 的 波形 沿 横 轴 右 移 或 左 移 w， 但 形状 维持 不 
变 ， 从 而 获得 时 移 信 号 /(1 一 4) 的 波形 ; 骏 数 学 上 说 则 是 以 新 的 时 间 变量 忆 一 /一 ww 去 替换 
信号 F(z) 中 的 变量 *， 从 而 获得 时 移 信和 号 (1 一 1,) 。_ 

注意 ， 当 4>0 或 <0 时 "时 移 信号 (1 下) 是 将 信号 (2) 沿 模 轴 右 移 或 左 移 
|4 | 的 结果 。 人 KG 

2. 信号 的 反 转 


x 
1 “人 


信号 的 反 转 、 从 波形 上 说 就 是 将 信和 号 780 的 波形 以 纵 轴 为 对 称 轴 翻 转 180"， 从 而 获得 
反 转 信号 f( 一 站 的 波形 ; 从 数学 上 说 则 是 以 新 的 时 间 变 量 1 三 一 t 去 替换 信号 Fi) 中 的 变 
量 1:， 从 而 获得 反 转 信号 /( 一 1/) 。 信 号 /(1) 和 f( 一 ) 互 为 反 转 信 号 。 

3. 信号 的 展 缩 

信号 的 展 缩 又 称 尺 度 变 换 ， 从 波形 上 说 就 是 将 信号 F(z) 的 波形 在 横 轴 上 展 宽 或 压缩 ， 
从 而 获得 展 缩 信号 f(at) 的 波形 ;从 数学 上 说 则 是 以 新 的 时 间 变 量 /二 at 去 替换 信号 (1) 
中 的 变量 +， 从 而 获得 展 缩 信 号 f(at) 。 

注意 : (1) 信号 的 展 缩 不 改变 信号 的 波形 幅度 ， 但 溃 激 函 数 为 3(aD) 一 0D) 改变。 


0<a<l a pa y 展 宽 1 
际 ， 缩 信号 f(at) 是 将 信号 结果 。 
(2) 11 一 。 时， 展 缩 信号 (el) 是 将 信号 /2) 沿 模 轴 | 去 的 结果 











4. 信号 的 倒 相 


信号 的 倒 相 ， 从 波形 上 说 就 是 将 信号 jz) 的 波形 以 横 轴 为 对 称 轴 翻 转 180”"， 从 而 获得 
倒 相 信号 一 /(4) 的 波形 ; 从 数学 上 说 则 是 对 信号 /(4) 直 接 取 反 ， 以 获得 倒 相 信号 一 (7)。 

信号 的 时 域 变换 中 ,凡是 以 新 的 时 间 变 量 # 蔡 换 原 信号 中 的 时 间 变 量 1( 时 移 、 反 转 和 
展 缩 ) 的 ， 必 须 将 原 信号 定义 域 中 的 t 也 改 为 新 变量 + 。 
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1.5 ”信号 的 时 域 运算 


1. 信号 的 相 加 
信号 相 加 的 结果 是 一 个 新 信号 ， 它 在 任意 时 刻 的 值 为 各 信号 该 时 刻 的 值 之 和 : 
og ed (1 -53) 
信号 时 域 相 加 的 运算 可 用 加 法 器 实现 。 
2. 信和 号 的 相 乘 
两 信号 相 乘 的 结果 是 一 个 新 信号 ， 它 在 任意 时 刻 的 值 为 两 信号 该 时 刻 的 值 之 积 : 
yD))=f1(0)f; OK l= 
信号 时 域 相 乘 的 运算 可 用 乘法 器 实现 。 
3, 信号 的 数 科 
信号 数 乘 的 结果 是 一 个 新 信号 ， 它 是 将 信和 号 了 () 任 意 时 刻 的 值 扩 大 相同 倍数 的 结果 : 
ly(?) =af(1) (1-55) 


式 中 ,a 为 实 常 数 。 信 号 时 域 数 乘 的 运算 可 用 数 乘 器 (又 称 比例 器 或 标量 乘法 器 ) 实 现 。 
4. 信号 的 微分 次 上 MT 
连续 信号 的 和 } 结 全 是 个 新 信号 号 ， 它 在任 意 时 刻 的 值 是 被 微分 信号 该 时 刻 的 变化 率 ; 
Oy. (1) (1-56) 
注意 。 连 统 祝 号 /CD 存在 跑 跃 间断 点 时 ， 微 分 结果 广 (在 间断 点 处 将 出 现 六 激 画 数 。 


冲 激 函数 的 强度 等 于 连续 信号 jz) 在 该 点 的 跳跃 幅度 。 信 号 时 域 微分 的 运算 可 用 微分 器 
实现 。 


5. 信号 的 积分 


连续 信号 的 积分 结果 是 个 新 信号 ， 它 在 任意 时 刻 的 值 是 被 积分 信号 从 一 到 该 时 刻 为 
正 ， 其 波形 所 包 包围 的 面积 : 



































y(1) = f(Ddr = (4) (三 87》 
信号 时 域 积分 的 运算 可 用 积分 器 实现 。 
1.6 信号 的 时 域 分 解 
为 了 便于 对 信号 与 系统 进行 分 析 ， 往 往 将 时 域 中 的 复杂 信号 分 解 为 简单 信号 的 组 合 。 
1. 信号 的 交 直 流 分 解 
任意 信号 /(1) 都 可 分 解 为 直流 分 量 /,(1) 与 交流 分 量 f(t) 之 和 : 
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f(D)=fo() + /fat) (1 -58) 
式 中 , 直流 分 量 f,(1) 就 是 信号 f(+) 的 平均 值 。 信 和 号 f(1) 为 周期 信号 时 








. 
f.0) = 于 reod (1-59) 


直流 分 量 就 是 信号 的 周期 平均 值 ; 信号 f(4) 为 非 周 期 信号 时 ,可 视 为 其 周期 无 穷 大 ， 直 流 
分 量 就 是 信号 周期 平均 值 在 T 一 > 时 的 极限 。 


2. 信号 的 奇偶 分 解 
任意 信号 /(4) 都 可 分 解 为 偶 分 量 f.(2) 与 奇 分 量 六 (0 之 和 : 
AD) 一声 全 十 故人 六 (1 -60) 
式 中 ， 偶 分 量 是 信号 7 与 其 纵 轴 对 称 信号 (一 记者 的 < 尘 ， 


多 (= 去 UWA (1-61) 











奇 分 量 是 信号 /2) 与 其 原点 对 称 信号 3 一 人- 之 和 的 一 半 ， 


天 ak EA (1 -62) 








信号 分 解 为 阶 中 信号 其 痊 放 
任意 信号 六 天 区 个 人间 不 同 的 阶 跃 信 号 的 全 加 : 





SO lim »3 (kATEC— kA Ar = (neGt 一 rdr (1-63) 


4. 信和 号 分 解 为 冲 激 信和 号 的 登 加 
任意 信号 /(1) 都 可 分 解 为 无 穷 多 个 依次 连续 发 生 强 度 不 同 的 冲 激 信号 之 全 加 : 


f0) 一 lim 2 f(kADO(t— kAT)Ar = | f(D — rdr (1-64) 
ar 全 pe 


5. 复数 信号 分 解 为 实 部 和 虚 部 


任意 复数 信号 /(z) 和 它 的 共 思 复数 信号 /" (7) 都 可 分 解 为 实 部 分 量 /, (1) 和 虚 部 分 量 
fi(1) 的 县 加 : 
f= +ifi() (1 -65) 
f° (=f.0)—jfi(0) (1—66) 
式 中 ， 实 部 分 量 /0D 一 立 [f(D) 十 f* (1)]， 虚 部 分 量 f(D 一 去 [f(D 一 了 "(1)]。 利 用 复 
数 信号 /(4) 及 其 共 亏 复数 信号 /* (4) 还 可 求 得 


If |:=707° (= + 0) (1-67) 








信号 与 系统 (第 ze 版 ) ,| 





1.7 系统 的 概念 


1. 系统 的 定义 


信号 的 产生 、 传 输 和 处 理 需 要 一 定 的 物理 装置 ， 这 样 的 物理 装置 常 称 为 系统 。 广 义 上 
说 ， 系 统 (system) 是 由 若干 个 相互 作用 而 又 相互 依赖 的 事物 组 合成 的 具有 特定 功能 的 整 
体 ， 如 手机 、 电 视 机 、 通 信 网 、 计 算 机 网 等 都 可 以 看 成 系统 。 它 们 所 传送 的 语音 、 音 乐 、 
图 像 、 文 字 等 都 可 以 看 成 信号 。 具体 地 说 ， 系 统 是 能 够 对 信号 完成 某 种 变换 或 运算 功能 的 
集合 体 ， 系 统 在 一 个 或 多 个 输入 信号 (激励 ) 作 用 下 会 产生 一 个 或 多 个 输出 信号 (响应 ) 。 
系统 的 基本 作用 是 对 信号 进行 传输 和 处 理 。 通信 的 日 的 是 :实现 消息 的 传输 。 古 代 人 利 
日 烽火 传送 边疆 警报 ， 这 是 原始 的 光 通 信和 系统 ; 击 鼓 网 金 是 声 音信 号 的 传输 。1837 年 ， 
莫 尔 斯 (F. B. Morse) 发 明 电报 ; 1876 年 ， 贝尔 (A,G<Bell) 发 明 电 话 。 这 这 些 都 是 利用 电信 
号 传送 消息 的 。 另 外， 利用 电磁 波 可 以 传送 无 线 电信 号 。1901 年 ， 马 可 尼 (G. Marconi) 成 
功 地 实现 了 横渡 大 西洋 的 无 线 电 通信 。 全 球 定位 系统 (global positioning system，GPS) 、 
个 人 通信 等 都 具有 美好 的 发 展 前 景 。, 7 个 、 

信号 处 理 是 对 信号 进行 某 种 加 开 或 变换 ， 目 的 是 消除 信号 中 的 多 余 内 容 ， pty te 
声 和 和 干扰， 将 信号 变换 成 容易 分 析 与 识别 的 形式 ， 便于 估计 和 选择 它 的 特征 参量 。 信 号 
的 应 用 已 遍及 许多 科学 技术 领 破 、 疼 1 9 和 图 1. 10. 人 


受信 者 






































i 搁 ; 
> 信号 > 信号 一 一 > 消息 





图 1.10 信息 传递 实例 图 
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车 仅仅 关心 系统 响应 与 激励 间 的 关系 ， 即 系统 的 外 部 特性 ， 则 系统 可 表示 为 
GD) 一 | 系统 TI>y(1) js Lr 

式 中 ,符号 T[，] 称 为 算 子 ， 表 示 系 统 对 输入 信号 f(7) 进 行 某 种 变换 或 运算 后 得 到 输出 信 
号 y(t)。 

系统 的 数学 模型 是 系统 物理 特性 的 数学 抽象 ， 算 子 TL。 代表 的 运算 是 由 系统 特性 决定 的 。 
实际 上 可 用 确切 的 数学 表达 式 或 者 具有 理想 特性 的 符号 组 合 ( 电 路 图 ) 来 表示 系统 的 特性 。 

任何 复杂 系统 都 可 分 解 为 若干 个 相互 联系 又 互相 作用 的 子 系统 。 子 系统 间 通 过 信号 相 
联系 ， 而 信号 在 系统 内 部 及 子 系统 之 间 流 动 。 




















2. 系统 的 分 类 


1) 动态 (记忆 ) 系 统 和 静态 (即时 ) 系 统 

动态 系统 ; 任意 时 刻 的 响应 不 仅 和 该 时 刻 的 系统 激励 有 关 ， 还 和 该 时 刻 以 前 的 历史 有 
关 。 含 有 动态 元 件 的 系统 均 为 动态 系统 。 动 态 奈 统 用 微分 方程 或 差分 方程 撒 述 。 静 态 系 
统 ， 系统 任意 时 刻 的 响应 只 与 该 时 刻 的 系统 激励 有 关 ， 而 与 以 前 的 历史 无 关 。 只 含 电 阻 元 
件 的 系统 是 静态 系统 。 静 态 系统 用 代数 庆 程 描述 。 

2) 线性 系统 和 非 线性 系统 SS 

能 同时 请 是 屋 加 性 和 均匀 性 (者 次 性 ) 的 系统 称 泳 线性 系统 。 相反 ,不 能 同时 满足 乔 加 
性 和 均匀 性 的 系统 称 为 非 线性 系统 。 

3) 时 不 变 系统 和 时 变 系统 ”ts 

设 系统 激励 /Ci3 产 生 的 响应 是 y(t) .车 系统 的 激励 延迟 1,， 而 系统 响应 也 延迟 1,， 然 
而 变化 规律 (波形 ) 维 持 不 变 ， 即 为 时 不 变 系 统 ， 否则 为 时 变 系 统 。 元 件 参数 不 随时 间 变 化 
的 系统 一 定 是 时 不 变 ( 定 常 ) 系 统 。 

4) 因果 系统 和 非 因果 系统 

如 果 激 励 在 :过 % 时 作用 于 系统 ， 相 应 的 系统 响应 在 +t 时 为 零 ， 则 该 系统 为 因果 系 
统 ， 香 则 为 非 因果 系统 。 因 果 系 统 中 ,激励 是 响应 的 原因 ， 响 应 是 激励 的 结果 ， 这 种 性 质 
称 为 因果 性 。 显 然 ， 因 果 系 统 任意 时 刻 的 响应 只 能 和 该 时 刻 及 其 以 前 的 激励 有 关 ， 而 和 该 
时 刻 以 后 的 激励 无 关 。 因 而 ， 因 果 系 统 不 具有 预测 未 来 的 能 力 。 在 因果 信号 激励 下 ， 因 果 
系统 的 响应 必然 也 是 因果 信号 。 

5) 连续 时 间 系 统 和 离散 时 间 系统 

如 果 系统 的 激励 和 响应 都 是 连续 时 间 信 号 ， 就 称 该 系统 为 连续 时 间 系 统 或 模拟 系统 
若 系统 的 激励 和 响应 都 是 离散 时 间 信 和 号， 就 称 该 系统 为 离散 时 间 系统 。 

6) 稳定 系统 和 不 稳定 系统 

如 果 系统 对 任何 有 界 激励 的 响应 都 是 有 界 的 ， 就 称 该 系统 为 稳定 系统 ; 若 系统 对 任何 
有 界 激励 的 响应 是 无 界 的 ， 就 称 该 系统 为 不 稳定 系统 。 

7) 集 总 参数 系统 和 分 布 参 数 系统 

仅 由 集 总 参数 元 件 构成 的 系统 称 为 集 总 参数 系统 ; 含有 分 布 参 数 元 件 的 系统 称 为 分 布 
参数 系统 。 

















1.8 线性 时 不 变 系统 的 性 质 


1. 司 加 性 和 均匀 性 


如 果 线 性 时 不 变 系统 对 激励 f(z) 和 f;(1) 的 零 状态 响应 分 别 是 y(t) 和 y(t)， 那 么 ， 系 
统 对 激励 A 万 (D 十 A: 户 (0 的 零 状态 响应 是 Alyi (0) 十 Asys(t)， 其 中 ，A, 、As 为 任意 常数 。 

例 1.4 判断 下 列 系统 是 否 为 线性 系统 。 

(GD)y(O) 一 3z(0) 十 2/(G) 十 z(0) +1 

(2)y(0 一 2z(0) 十 | Fo) | 

(3 yD) = (0)+2/0) 

解 〈1)ys(O 一 27(00) 十 1，ya(O 一 3z(0) 十 1 A 

显然 ，y(1) 关 ys(1) 十 ya(1) 不 满足 可 分 解 性 ,T 宫 为 非 线性 。 

(Dya (一 | f0) |, y(t)=27r(0N ,NT 

yD 二 yal) 十 ya(1) 满足 可 分 解 性 5 

由 于 T [ {af (0))，{0)] 三 X00 | 关 ay,,(1) 不 满足 零 状态 线性 ， 故 为 非 线性 系统 。 

(3)ya(t)=zx:(0), T [VONS foz(0) 门 = [GX00)J? 取 ays (4) 不 满足 零 输入 线性 ， 故 
为 非 线性 系统 。 4 XL 

例 1.5 判断 yl) 二 ez(0) +[ sinGz5J(z)dr 是 否 为 线性 系统 。 

Wa ‘D7 











1y 


解 (Cssrz(o)， ya lt) = | inc fear , y() 二 ya (1) 十 ya(1) ,满足 可 
分 解 性 ; 
TE {afi(t)+6fi(t)}, {0}] 
二 aT[ {1(2))，(0)] 十 6bT[ {f;(2))，({0)]， 满足 零 状 态 线性 ，; 
T[ {0}, {azi(0)+6bz:(0)}] 
=e™' [axi(0)+bhbzrs(0)] =ae ‘ri1(0)+be ‘zr,(0) 
二 aT[ {0}，{xz1(0)}] 十 bT[ {0)}，{x2(0)}]， 满 足 零 输入 线性 ; 
所 以 ,该 系统 为 线性 系统 。 


2. 时 不 变性 


如 果 线 性 时 不 变 系 统 对 激励 F(z) 的 响应 是 (zi) 。 那 么 在 相同 初始 状态 下 ， 系 统 对 激 
励 f(t 一 to) 的 响应 是 y(t 一 4,)。 

例 1.6 判断 下 列 系统 是 否 为 时 不 变 系统 。 

(1 ym (RY RR 1 

《人 二 从 

(3) ys(ti) 王 太一 办 
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解 (1) 
g(k)=f(k—ka) 
TE {0), g(8)] =g(k) gk—1)=f Rk) fk 1) 
而 
ya kh) =f RR) FR—k 1) 
TE {0}, fk—ka)] =y,(k—ka) 
故 该 系统 是 时 不 变 的 。 
(2) 令 
s Wf), TE {0}, gt)] =i8R ef ea) 
而 s 


Ws Gt = 0 
显然 站 矿 
T[ {0}, FEN yt) 
故 该 系统 为 时 变 系统 。 sR> 
(3) 令 


|— 


je 人 g (一 太一 外) 分 
ww TENO0}, g (2)] = =/(——) 

而 -二 国 SS 

:nD ya (tf [— (tt)] 





显然 
TE (0}, f(t)] 天 ye(t 一 可 ) 
故 该 系统 为 时 变 系 统 。 
直观 判断 方法 : 若 A(， ) 前 出 现 变 系数 , 或 有 反 转 、 展 缩 变换 ， 则 系统 为 时 变 系统 。 


3. 微分 性 和 积分 性 
如 果 线性 时 不 变 系统 对 激励 /(4) 的 零 状态 响应 是 y(1) 。 那么， 系统 对 激励 号 的 零 
状态 响应 是 do 2 ， 对 激励 | fdr 的 零 状态 响应 是 | >(r)dr 


4. 因果 性 





人 们 常 将 激励 与 零 状态 响应 的 关系 看 成 因果 关系 ， 即 把 激励 看 成 产生 响应 的 原 而 
零 状 态 响应 是 激励 引起 的 结果 。 这 样 ， 就 称 响 应 ( 零 状态 响应 ) 不 出 现 于 激励 之 前 的 系统 为 
因果 系统 。 

线性 时 不 变 系 统 具 有 因果 性 .是 因果 系统 。 这 就 是 说 , 车 :二 二 时 系统 不 存在 任何 激 
励 ， 而 :一 如 _ 时 的 初始 状态 为 零 . 则 t= 时 系统 响应 也 为 零 。 























零 状 态 响应 ws(i) = 3f(1 一 1),y,(1) =| Fr)dr,ys(R) = 3f(k—1)+2f(k—2), 


大 
ya(k) 一 2 /(D 满足 因果 条 件 ， 故 是 因果 系统 。 零 状态 响应 y,. (8) 一 27( 十 1) 和 yu。(0) 一 


太 (21) 是 非 因 果 系 统 。 
例 1.7 某 线性 时 不 变 因 果 连 续 系 统 ， 起 始 状态 为 x(0- )。 已 知 ， 当 z(0- )==1, 输入 
因果 信号 f1(t) 时 ,全 响应 














Y(t)=e ‘+cos(nt), 1>0 
当 z(0-) 王 2， 输 入 信号 f(4)==3f1(1) 时 ,全 响应 
yz (ti) 一 一 2e ‘+3cos(xt), 1>0 


求 输入 f= + DN, 系统 的 零 状态 响应 ys (1)。 


解 设 当 x(0-)=1, 输入 因果 信号 /1() 时 ， 系统 的 兴 输 入 响应 立 和 和 零 状态 响应 分 别 为 
Hat hat 当 T(O0 )=%, 输入 信号 Oey (4) 时 ,系统 的 零 输入 响应 和 零 状态 
响应 分 别 为 yo (2)、yz (2) 。 

由 题 中 条 件 ， - 





EF iX 
y(t)=y mi( 权 二 yi 一 e teos nt, 1>0 (1 -68) 
yz CD) = ya Ye a(t)=—2e ‘3cos xt, t>0 (1 -69) 
人 > - 
yzi(t)= 
Se \ 人 
人 AN 人 
代入 式 (1 -69), 得 让 Ye 
Vy 2 二 给 。 (1)=—2e “十 3cos xt,t>0 (1-70) 


式 (1 -70) 一 2X 式 (1 -68), 得 
yins(l)=—4e ‘+cos rt, 1>0 
由 于 y(t) 是 因果 系统 对 因果 输入 信号 f1(1) 的 零 状 态 响 应 ， 故 当 1 之 0，y1. (1)==0; 
因此 ys(1) 可 改写 成 














yin(t) 一 (一 4e 十 cos rt) el(t) Cl = 
万 (0) 一 ye(OD 一 (一 4e-' 十 cos ro)e(0) (1=72) 
根据 线性 时 不 变 系 统 的 微分 特性 
SD dm) B04 de nsin Tt)e(Ct) (1-73) 
dt dt 
根据 线性 时 不 变 系统 的 时 不 变 特性 
太 ( 一 1) 一 ys(t 一 1) 一 {—4e "V+ecos [x(—1)]} e(—1) (1-74) 
由 线性 性 质 ， 得 
当 输 入 户 O0= 皮 锭 +2 记 (一 1) 时 
yan (1) de 人 二 2yi(t 一 1) 36(1) 十 (4e “一 rsin xt)e(t) 
dt (1-75) 


+ {(—4e 全 二 十 os [xti—1)]} ett—1) 
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1.9 线性 系统 的 分 析 


系统 分 析 的 任务 是 求 特定 系统 在 给 定 激励 下 的 响应 ， 或 者 从 已 知 系统 的 激励 和 响应 去 
分 析 系 统 应 有 的 特性 。 

系统 分 析 研究 的 主要 问题 就 是 对 给 定 的 具体 系统 求 出 它 对 给 定 激励 的 响应 。 具 体 地 
说 ,系统 分 析 就 是 建立 表征 系统 的 数学 方程 并 求 出 解答 。 

系统 分 析 首先 要 建立 待 分 析 系 统 的 数学 模型 ， 然 后 对 数学 模型 进行 分 析 ， 求 出 给 定 激 
励 下 的 系统 响应 ， 最 后 对 解答 给 出 物理 解释 ， 赋 子 其 物理 意义 。 

从 建立 系统 数学 模 卉 的 角度 ， 按 描述 方法 的 不 同 ， 线 性 系统 分 析 法 可 分 为 输入 输出 
法 和 状态 变量 法 。 和 输入 输出 法 着 眼 于 系统 激励 与 响应 间 的 关系 只 涉及 系统 外 部 特性 ， 
不 关心 系统 内 部 变化 。 状 态 变量 法 以 系统 状态 方程 和 输出 方程 为 研究 对 象 ， 涉 及 感 兴 趣 
的 所 有 系统 变量 ， 它 不 仅 可 给 出 系统 激励 和 风衣 之 间 的 关系 ， 还 可 提供 系统 内 部 变 呈 的 
情况 。 

从 求解 系统 数学 模型 的 角度 ， 按 信号 芬 解 方式 的 不 同 ， 线 性 系统 分 析 法 可 分 为 时 直人 
析 法 、 频 域 分 析 法 和 变换 域 分 析 法 它们 都 将 激励 和 响应 视 为 基本 信号 的 线性 组 合 ， 只 是 
各 种 方法 选用 的 基本 信号 不 同 sXC 

系统 分 析 的 基本 任务 如 下 人、 J 

(1) 研究 信号 分 析 前 方法 ， 信 号 的 时 间 特性 。 闫 率 特性 及 二 者 间 的 关系 。 

(2) 研究 线性 时 六 变 系统 在 任意 信 吕 流 大 下 响应 的 各 种 分 析 广 法， 从 而 认识 线性 系统 
的 基本 特性 。 

系统 的 分 析 方法 有 输入 输出 法 (外 部 法 ) 和 状态 变量 法 (内 部 法 )， 外 部 法 有 时 域 分 析 法 
和 变化 域 分 析 法 。 变 换 域 分 析 法 针对 连续 系统 采用 频 域 法 和 复 频 域 法 ， 针 对 离散 系统 采用 
频 域 法 和 = 域 法 。 

系统 函数 在 分 析 线性 时 不 变 系统 中 占有 十 分 重要 的 地 位 。 它 不 仅 是 连接 响应 与 激励 之 
间 的 纽带 和 桥梁 ， 而 且 可 以 用 它 研究 系统 的 稳定 性 。 通 过 信和 号 流 图 可 以 将 描述 系统 的 方 
程 、 框 图 和 系统 函数 联系 在 一 起 ， 并 将 系统 的 时 域 响应 与 频 域 响应 联系 起 来 。 





小 结 


人 主要 介绍 了 信号 与 系统 的 基本 概念 及 分 类 方 
法 ; 学 习 了 信和 号 的 反 转 、 平 移 、 尺 度 变换 等 基本 时 域 变换 方法 ; 讨论 了 线性 时 不 变 系统 的 
特性 、 描 述 方 法 和 分 析 方 法 ; 深入 研究 了 阶 跃 函 数 和 冲 激 函 数 及 其 性 质 ， 强 调 了 它们 在 线 
性 时 不 变 系 统 分 析 中 的 重要 作用 。 信 号 按照 先 连续 、 后 离散 ， 先 周期 、 后 非 周 期 进行 分 
析 ; 系统 采用 连续 和 离散 并 行 的 讨论 方式 进行 分 析 











习 题 一 


1.1 判别 下 列 各 序列 是 否 为 周期 性 的 。 若 是 ， 确 定 其 周期 。 











(Dh (人 一 cos Eh (2) 户 (k) cos (FA 5 + cos( B41 和 ) 
(3) f3(t)=3cos 上 十 2sin Tt (4) fi(1)=cos rte(Ct) 

1.2 已 知 信号 /(1) 的 波形 如 图 1. 11 所 示 ， 画 出 下 列 各 函数 的 波形 。 

OD 11 (2) (2—2j(2—2) 《3) f (1—22) 

4) FO 5 5) df (2) 

(4) f(0. 51—2) 5) a 


1.3 已 知 序列 /(k) 的 图 形 如 图 1.12 所 示 ， 本 出 下 列 备 六 列 的 波形 。 
GD) AU 一 2)e() 2) 7 一 2) [el) eREDT 03) (一 2)e( 一 全 1) 
WN AD 
3 










2 0 Wi 3 To 1 2 3 4k 
图 1.11 酒 12 力 图 112 题 1.3 图 

1.4 计算 下 列 各 题 ， ES 

(1) (ds yan 21)e(t)} 


C2) | 3 (0)d 


G) | (2 十 sin PF) + 2)d 


1.5 下 列 微分 方程 或 差分 方程 所 描述 的 系统 是 线性 的 还 是 非 线性 的 ? 是 时 变 还 是 时 


不 变 的 ? 


(1) y (0)+2y(0) = (0)—2f0) 

(2) y' (D+[y() =f) 

(3) y(k)+y(k—1)y(k—2)=/f(k) 

1.6 设 激励 为 /(。)， 下 列 各 系统 的 零 状态 响应 为 yw (。)。 判 断 各 系统 是 否 是 线性 

、 时 不 变 的 、 因 果 的 、 稳 定 的 ? 

(1) ya (2)= | fC) | (2) ysl)=f(—1) 

(3) ys (k)=(k—2) fk) (4) ys Ck)=f(1—k) 

1.7 某 线性 时 不 变 连续 系统 ， 其 初始 状态 一 定 。 已 知 当 激励 为 /(1) 时 ,其 全 响应 为 
y(t)=e 十 cos rnt, t=0 


车 初始 状态 不 变 ， 激励 为 2/(1) 时 ， 其 全 响应 为 
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ya(1)=2co0s rt, t20 
求 初始 状态 不 变 ， 而 激励 为 3f(1) 时 系统 的 全 响应 。 
1.8 如 有 线性 时 不 变 连续 系统 S， 已 知 当 激励 为 阶 跃 函 数 e(1) 时 ， 其 零 状态 响应 为 
EC 一 2e(: 一 1) 十 es(t 一 2) 
现 将 两 个 完全 相同 的 系统 相 级 联 ， 如 图 1.13(a) 所 示 。 当 这 个 复合 系统 的 输入 为 
图 1.13(b) 所 示 的 信号 /(1) 时 ， 求 该 系统 的 零 状态 响应 。 
1.9 某 线 性 时 不 变 连续 系统 由 两 个 子 系统 并 联 组 成 ， 如 图 1. 14 所 示 。 已 知 当 输 入 
为 冲 激 函 数 8(i) 时 ， 子 系统 S1 的 零 状 态 响应 为 6(1) 一 6(1 一 1), 子 系 统 S; 的 零 状态 响应 
为 6(1 一 2) 一 6(1 一 3),， 求 当 输 入 为 f(1) 二 elt) 时， 复合 系统 的 零 状态 响应 。 
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CC 7 
U 
区 
0 2 RI er 
(a) 


tb) 9 5 





yD) 








图 1.13 题 1.8 图 -“， 图 1.14 题 1.9 图 





第 2 章 
系统 的 时 域 分 析 


本 章 将 研究 线性 时 不 变 系 统 的 时 域 分 析 方 法 ， 即 对 于 给 定 的 激励 ， 根 据 描述 系统 响 
应 与 激励 之 间 关 系 的 方程 求 得 其 询 应 的 方法 。 由 于 分 析 是 在 时 域内 进行 的 ， 所 以 称 为 时 
域 分 析 。 

本 章 主要 介绍 线性 时 不 变 系 统 响应 的 时 域 求 解 ， 和 包括 系统 的 堆 输 入 响应 、 鹤 状态 响应 
及 冲 激 响 应 ; 重点 介绍 关 积 积分 与 卷 积 入 并 应 用 其 计算 系统 的 零 状态 响应 。 冲 激 响 应 和 
卷 积 概念 的 引入 使 线性 时 不 变 系 统 分 析 变 得 更 加 简捷 、 明 蜥 。 





全 
如 er 教学 要 求 
掌握 微分 方程 的 建立 与 经 典 解法 : 理解 0_ 与 0, 初始 值 的 含义 并 掌握 基本 方法 ; 掌握 
求解 零 输 入 响应 和 零 状 态 响应 的 方法 ; 深刻 理解 冲 激 响应 和 阶 跃 响应 的 意义 ; 并 掌握 其 计 
算 方法 及 二 者 之 间 的 关系 ; 深刻 理解 卷 积 积分 的 意义 ; 熟练 掌握 卷 积 积分 的 运算 与 性 质 ; 
深刻 理解 系统 的 零 状态 响应 等 于 激励 与 冲 激 响应 的 卷 积 。 


组 
1. 线性 时 不 变 连续 系统 的 响应 
(1) 微分 方程 的 建立 与 经 典 解 法 。 
(2) 初始 值 的 定义 和 求法 (难点 )。 
(3) 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 及 完全 响应 。 
2. 冲 激 响 应 与 阶 跃 响应 
(1) 冲 激 响应 的 定义 和 求法 。 
(2) 阶 跃 响应 定义 、 求 法 及 与 冲 激 响应 的 关系 。 
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(1) 零 状态 响应 等 于 冲 激 响 应 与 激励 的 卷 积 积分 。 
(2) 卷 积 积分 的 各 种 运算 与 性 质 。 
(3) 计算 卷 积 积分 的 方法 ， 如 图 解法 、 利 用 卷 积 定义 和 性 质 求解 等 方法 。 


2.1 线性 时 不 变 连续 系统 的 响应 


连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 数学 模型 是 常 系数 线性 微分 方程 。 通常 可 以 采用 求解 微分 
方程 的 经 典 法 分 析 信 号 通过 系统 的 响应 ， 也 可 以 将 系统 的 响应 分 为 零 状态 响应 和 零 输入 响 
应 。 对 于 由 系统 初始 状态 产生 的 零 输 入 响应 ， 可 通过 求解 齐 次 微分 方程 得 到 。 对 于 与 系统 
外 部 输入 激励 有 关 的 零 状 态 响 应 的 求解 ， 则 通过 卷 积 积分 的 方法 来 实现 。 


2.1.1 经 典 时 域 分 析 方 法 


一 般 而 言 ， 如 果 单 输入 单 输出 系统 的 激励 为 4)， 响 应 为 y(4)， 则 描述 线性 时 不 变 
连续 系统 激励 与 响应 之 间 关 系 的 数学 模型 是 元 阶 常 系数 线性 微分 方程 ， 可 以 写 为 
2 (0) +a cA" RAE) tTay (0) Tao y(t) C= 











=b,f™" (NEB TD D+ th f(D +h 
或 缩写 为 


Day? uN Hp po) [0 


式 中 , aj 二 0W1w,JY, nD) 和 4b,(i 二 0547…，m) 均 为 常数 ，a, 二 1。 该 微分 方程 的 全 解 
由 齐 次 解 y,(2) 和 特 解 y, (2) 组 成 ， 即 


y(1)= y(t) + yp (t) (2 一 3) 
例 2.1 描述 某 系 统 的 微分 方程 为 
(iD 十 5y (+6y(t)= /0) (2-4) ; 
, 因 轩 
求 ; (1) 当 f(1)=2e”', 1 宇 0; y(0) 王 2，y (0) 王 一 1 时 的 全 解 ; 二 
(2) 当 (41) 二 e-* ,+t 宇 0; y(0) 二 1，y (0) 二 0 时 的 全 解 。 回 


解 〈1) 当 /DO) 一 2e， /0; y(0) 一 2， (0) 一 一 1 时 的 全 解 。 【线性 时 不 变 连续 系统 
分 方程 举例 1 
@ 求 齐 次 解 m% (0)。 齐 次 解 是 式 (2 - 4) 的 齐 次 微分 方程 Wa 
W(t) 二 5y4 (2) 二 6y,(t)=0 (2-5) 


加 站 ;加 
的 解 。 式 (2 - 5) 的 特征 方程 为 人 
十 54 十 6 一 0 回 


其 特征 根 = 一 2, ) = 一 3。 表 2-1 列 出 了 特征 根 取 不 同 值 时 所 【线性 时 不 变 连续 系统 
1 i i 微分 方程 举例 2】 

对 应 的 齐 次 解 ， 其 中 C,，D,，A, 和 4 等 为 待定 系数 。 由 表 2- 1 可 

知 ， 式 (2-5) 的 齐 次 解 为 








YD =Cie tCe 











式 (2-6) 中 ， 常 数 Ci 、 


C: 将 在 求 得 全 解 后 ， 由 初始 条 件 确定 。 




















表 2-1 不 同 特征 根 所 对 应 的 齐 次 解 
特征 根 和 齐 次 解 y, (1) 
单 实 根 好 
~ 重 实 根 (Cit +O ?t+ C+) 
一 对 共 纯 复 根 久 .,; 二 a 士 B ex (Ceos 有 十 Dsin Bi) 或 Acos(B 一 0)， 其 中 Aee 一 C 十 jD 
r 重 共 生 复 根 [Azericos(B 十 0 十 Atmacos(B 十 0 ) 十 … 十 Aucos(B 十 gb )]en 





加 求 特 解 y, (4) : 特 解 的 函数 形式 与 激励 函数 的 形式 有 关 。 表 2 -2 列 出 了 几 种 激励 及 
其 所 对 应 的 特 解 。 选 定 特 解 后 ， 将 它 代 入 原 微分 方程 ， 求 出 各 待定 系数 P;， 就 得 出 方程 的 








特 解 。 
表 2-2 不 同 激励 所 对 应 的 特 解 
激励 /(1) -| 特 解 y, (71) 
下 (常数 ) 一 P( 常 数 ) 
Pat” 卡 PY 十 … 十 P14 十 P，( 特 征 根 均 不 为 0) 





1 (RCHP。 :十 … 十 Pt 十 P,) (有 r 重 为 0 的 特征 根 ) 





Pe a 未 等 于 特征 根 ) 
(PsPBo)e' (a 等 于 特征 单 根 ) 
(Ptr 十 BEN 十 … 十 Pu)e" (a 等 于 r 重 特征 根 ) 














cos BisinBr 


Picos Br 十 Psin BL( 特 征 根 不 等 于 土 jB) 


由 表 2-2 可 知 ， 当 (0O) 一 2e- 时， 其 特 解 可 设 为 


加 (D 一 Per 


将 其 代入 微分 方程 (2 -4) 中 ,得 


Pe ‘+5(—Pe ')+6Pe ‘=2e 


由 上 式 可 解 得 P= 二 1。 于 是 微分 方程 的 特 解 为 


@ 微分 方程 的 全 解 为 


y(t)=ys(t) y(t) 


其 一 阶 导数 为 


将 :一 0 及 初始 值 代入 ， 和 


(1 一 er (2-7) 











Cre "+tGe "Fe 
水 的 一 一 2Cuer2 一 3Coera 一 6 


y(0) 一 Ci 十 C: 十 1 一 2 
YY(0) 一 一 2C 一 3C: 一 1 一 一 1 


由 上 式 可 解 得 C1 二 3，C; 二 一 2， 最 后 得 微分 方程 的 全 解 





ee 
yD)=3e*—2e "+ er' ,i120 


齐 次 解 特 解 


(2-8) 
自由 响应 强迫 响应 
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(2) 当 f(4)=2e-' ,1 宇 0; y(0)=2，y (0)= 一 1 时 的 全 解 ; (2) 当 /(1)=e*,， 1 这 0; 
y(0)= 二 1，y(0)==0 时 的 全 解 。 
| 齐 次 解 同上 。 
四 求 特 解 y,(t):， 当 激 励 /(1) 二 er“ 时， 其 指数 与 特征 根 之 一 相 重 。 故 其 特 解 为 
yo(t)=(Pit+Po)e” 
代入 微分 方程 可 得 
Ple ”=e * 
所 以 P= 二 1, 但 P, 不 能 求 得 。 特 解 为 
yp(t)=(t+Po)e” 
名 全 解 为 
y(t)=Ce *+Ce *+te *+Pye ” 
Dp 





将 初始 条 件 代 入 ， 得 
3y(0) 王 (Ci 十 P,) 十 C: 王 1， 2 ye tt 十 Po) 一 3C: 十 1 王 0 

解 得 NS- 
Ci 2 











最 后 得 微分 方程 的 全 解 为 
A 全“ 一 e "+tes#, t>0 
上 式 第 一 项 的 系数 C1 十 P, 二 2, 不 能 区 分 Cl 和 了 国 而 也 不 能 区 分 自由 响应 和 强迫 响应 。 
从 例 2. 1 可 以 看 出 ， 线性 时 不 变 系统 的 数学 模型 一 党 系数 线性 微分 方程 的 全 解 由 齐 
次 解 和 特 解 组 成 。 章 次 解 的 形式 与 系统 的 特 镍 根 有 关 ， 仅 依赖 于 系统 本 身 的 特性 ， 而 与 激 
励 信号 /(z) 的 形式 无 关 ， 因此 称 为 系统 的 固有 响应 。 特征 方程 的 根 4, 称 为 系统 的 “固有 
频率 "， 它 决定 子 系 统 自由 响应 的 形式 。 但 应 注意 ， 齐 次 解 的 系数 C, 是 与 激励 有 关 的 。 特 
解 的 形式 由 激励 信号 确定 ， 称 为 强迫 响应 。 
例 2.2 描述 某 系统 的 微分 方程 为 
yD+5y (0 十 6y(0 一 0) (2—9) 
求 输入 f(1) 二 10cos t，1 宇 0，y(0) 二 2，y (0) 二 0 时 的 全 响应 
解 ”本 例 的 微分 方程 与 例 2. 1 的 相同 ， 故 特征 根 也 相同 ,为 和 二 一 2, 4%, 二 一 3。 方程 
的 齐 次 解 为 





加 (一 Ce 2 十 Ce 3 《ZE 
由 表 2- 2 可知， 因 输入 f(1) 二 10cost， 故 可 设 方程 的 特 解 为 

yp(t)=Peos t+Qsint 
其 一 、 二 阶 导数 分 别 为 

y(t)=—Psin t+Qecost 

W(t)=—Peos t—Qsint 
将 (0)、y%(t)、ys() 和 了 f(z) 代入 式 (2 -9) 得 

(—P 二 5Q 二 6P)cos ti 十 (一 Q 一 5P 十 6Q)sin t= 二 l0cost 

因 上 式 对 所 有 的 :全 0 成 立 ， 故 有 











5P 十 5Q=10 











一 5P+5Q=0 
由 以 上 二 式 可 解 得 P=Q=1， 得 特 解 
ys(t)=cos ttsint Vaeos( 3 (2-11) 
于 是 得 方程 的 全 解 ， 即 系统 的 全 响应 为 
>(O=w(OTmO=Ce "tC "Hgeos (4 ) (2-12) 
其 一 阶 导数 为 








y (0) DE “0 VZsin[ 3 

令 :一 0， 并 代入 初始 条 件 ， 得 2 
y(0) 一 Ci 十 C: 十 

> (0) 一 一 2C, 王 3C 

由 上 式 可 解 得 Ci 二 2，C; 二 一 1。 将 它们 代入 式 42- 12)， 最 后 得 该 系统 的 全 响应 为 









一 0 








kK、 强迫 响应 
自 条 响应 、 
DT 车 > FV5eos(: 对、 /二 0 (2=13) 
仆 院 态 响 应 一 一 -一 一 一 
稳 态 响应 > 


起 个 = 9 的 前 天 了 的 天 而 消 和 2 后 一 项 随 1 的 增 大 呈现 等 幅 振 
荡 ， 称 为 稳 态 响应 SS 


\ 


2.1.2 关于 Ne 由 值 


在 用 经 典 法 解 微分 方程 时 ， 一 般 输入 ji) 是 在 :一 0( 或 二 避 ) 接 和 人 系统 的 ,那么 方程 
的 解 也 适用 于 :二 0( 或 上 > ) 时 。 为 确定 解 的 待定 系数 所 需 的 一 组 初始 值 是 指 :一 0( 或 
t 二 4) 时 刻 的 值 ， 即 y? (002) 或 y? (0)G=0，1，…,n 一 1)， 简称 0- 值 。 在 :=0- 时 ， 
激励 尚未 接 入 ， 因 而 响应 及 其 各 阶 导 数 在 该 时 刻 的 值 yw”(0- ) 或 y”(t,) 反 映 了 系统 的 历 
史 情 况 而 与 激励 无 关 ， 它们 求 得 上 全 0( 或 上 加) 时 的 响应 y(7) 提 供 以 往 历史 的 全 部 信息 ， 
称 这 些 在 1 二 0( 或 1 二 0- ) 时 刻 的 值 为 初始 状态 ,简称 0- 值 。 通 常 对 于 具体 的 系统 ,初始 状 
态 0- 值 常 容易 求 得 。 如 果 激 励 F(z) 中 含有 冲 激 函 数 及 其 导数 ， 那 么 当 1 二 0 时 激励 接 入 系 
统 时 ， 响 应 及 其 导数 从 y”(0- ) 值 到 y”(0, ) 值 可 能 发 生 跃 变 。 这样， 为 求解 描述 线性 时 
不 变 系统 的 微分 方程 ， 就 需要 从 已 知 的 y?" (0- ) 或 y(t。_) 设 法 求 得 y (0 ) 或 > )。 

一 般 情 况 下 ， 当 微分 方程 等 号 右 端 含有 冲 激 函数 及 其 各 阶 导 数 时 ， 响 应 y(1) 及 其 各 阶 
导数 由 0- 值 求 得 0+ 值 的 步骤 如 下 (以 二 阶 系统 为 例 ) 。 

(1) 将 输入 Fo 代入 微分 方程 。 如 等 号 右 端 含有 6(z) 及 其 各 阶 导 数 ， 根 据 微分 方程 等 
号 两 端 各 奇异 函数 的 系数 相等 的 原理 ， 判 断 方程 左 端 (2) 的 最 高 阶 导 数 ( 对 于 二 阶 系统 为 
人 6() 导 数 的 最 高 阶 次 (如 为 8°(2))。 

(2) 令 六 (==a6” (7) 十 b6 (1) 十 c6(7) 十 1 (1)， 对 (7) 进 行 积 分 (从 一 = 到 1)， 逐 次 求 
得 y(t) 和 y(z)。 





























(3) 将 Y(D、Y(OD 和 (0 代 和 人 微分 方程 ， 根 据 方程 等 号 两 端 各 奇异 函数 的 系数 相等 ， 
从 而 求 得 %(D 中 的 各 待定 系数 。 
(4) 分 别 对 (Do 和 Y (CD 等 号 两 端 从 0- 到 0, 进行 积分 ， 依 次 求 得 各 0 值 y(0,) 和 
y (0+)。 
例 2.3 描述 某 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
yD+2Y Dy = +270) (2-14) 
已 知 y(0-)==1，y (0-)= 一 1，f(#)=6(1), 求 y(0;) 和 yy (0;)。 
解 将 输入 f(z) 二 6(z) 代 入 微分 方程 ,得 
y D+2y 0) +y) =0 (7)+20(7) (2-15) 
式 (2-15) 对 所 有 的 :成立 ， 故 等 号 两 端 8(1) 及 其 各 阶 导 数 的 系数 应 分 别 相 等 ， 于 是 
可 知 式 (2- 15) 中 Y(D) 必 含有 只 (D， 即 (2 含有 冲 激 函 数 导 数 的 最 高 阶 为 二 阶 ， 故 令 
YD =ad (+b (+H) (2-16) 
式 中 ，a、b、c 为 待定 常数 ， pe 对 式 (2 -16) 等 号 两 端 
从 一 中 到 + 积分 得 

















(DO 一 人 df Ca) Fn) (2-17) 
式 (2-17) 中 ox 
全 
a = celp) + » ee 
它 不 含 6(0) 及 其 各 阶 导 数 二 
对 式 (2 17) 等 号 两 六 从 一 ~ 到 4 积分、 得 
< ”ED + (0) (2-18) 





rz(t) = belt) + r(xz)dr 


它 也 不 含 S(t) 及 其 各 阶 导数 。 将 式 (2-16)、 式 (2-17) 和 式 (2-18) 代 入 微分 方程 
式 (2-15) 并 稍 加 整理 ， 得 
a (1) 十 (2a 十 b)6' (2) 十 (a 十 2b 十 c)6(2) 十 [ro (72) 十 271(1) 十 r, (1)] 








=0"(t)+26(1) CR TI 
式 中 ,等 号 两 端 5(1) 及 其 各 阶 导数 的 系数 应 分 别 相等 ， 故 得 
a=1 
2a+b=0 
Q 十 20 十 c 一 2 








由 上 式 可 解 得 a 二 1, 5 二 一 2，c 二 5。 将 a、5 代 入 式 (2 一 17), 并 对 等 号 两 端 从 0- 到 
01+ 进行 积分 ， 有 


y(0.) 一 y(0_) = | sod 一 | 28COd 十 | 方 (D)di 
由 于 ri(t) 不 含 6(1) 及 其 各 阶 导数 ,而 且 积 分 在 无 穷 小 区 间 [0-， 0+ ] 内 进行 ， 故 
| n(Ddt=0, 而 | 0’(Ddt = 6(0,)—6(0_)=0, awa 二 1， 故 有 











y(0+ ) 一 y(0_- ) 一 一 2 


将 y(0- )= 一 1 代入 上 式 得 


y (0+) 一 多 (0_) 十 5 一 4 
例 2.4 描述 某 系统 的 微分 方程 为 
(十 3y D+2y) =27 0)+f) (2-20) 
已 知 >(0_- )==2，y(0- )==0，/(1)=6 (4), 求 y(0;) 和 y (0;)。 
解 ”将 输入 f(D)=6'( 必 代入 微分 方程 (2 - 20) 得 
yD +3y (0)+2y0) =20 (0) + (7) (2-21) 
利用 系数 匹配 法 分 析 如 下 。 
令 (1) 二 a6” (7) 十 b6'() 十 cB(7) 十 ri(7)，ri(z) 中 不 含 冲 激 函 数 ， 则 
y (1)=ad (1) tb rt), rl) = +r (4) 
y(D)=a6(D) +r(), ri(0)= (OCD) 
将 上 述 关系 代入 式 (2 -21)， 并 整理 得 A 
eg 68 CD FBC + CF sad CD) + 3000e) FPO 2a0C) + 27 CD =287(D +0 CD) 
比较 等 式 两 边 冲 激 项 系数 ， 有 NY 






























ky»=2 
|6+3a=1 
c+36 十 24 二 0%1 





解 得 a=2, 5 二 一 5，c 二 112 获 、 we 

XX YD) =20"(0) —50 Hi) tn) 

_ y (1)=20 (DE5000) +r, (1) 

VV 人 yDS20(D) +r 0) 
对 YC) 从 0- 到 "0 积分 得 
y 07)—y (0-)=11, y (0+)=y (0-)+11=11 
对 y(t) 从 0- 到 0, 积分 得 
y(0. ) 一 y(0- ) 一 一 5，y(0+ ) 一 y(0_) 一 5 一 2 一 5 一 一 3 

可 见 ， 当 微分 方程 右 端 含有 冲 激 函 数 时 ， 响 应 y(1) 及 其 各 阶 导 数 中 有 些 在 1==0 处 将 
发 生路 变 ， 有些 不 会 跃 变 。 

在 采用 经 典 法 分 析 系 统 响应 时 存在 许多 局 限 。 若 描述 系统 的 微分 方程 中 激励 信号 复 
杂 ， 则 难以 设 定 相 应 的 特 解 形式 ; 若 激励 信号 发 生变 化 ， 则 系统 响应 需 全 部 重新 求解 ;， 若 
初始 条 件 发 生变 化 ， 则 系统 响应 也 要 全 部 重新 求解 。 此 外 ,经 典 法 是 一 种 纯 数学 方法 ， 无 
法 突出 系统 响应 的 物理 概念 。 

在 系统 时 域 分 析 方 法 中 可 以 将 系统 的 初始 状态 也 作为 一 种 输入 激励 。 这 样 ， 根 据 系统 
的 线性 特性 可 将 系统 的 响应 看 成 是 初始 状态 与 输入 激励 分 别 单独 作用 于 系统 而 产生 的 响应 
的 县 加 。 其 中 ,由 初始 状态 单独 作用 于 系统 产生 的 响应 称 为 零 输入 响应 ， 记 为 ya (1); 而 
由 输入 激励 单独 作用 于 系统 产生 的 响应 称 为 零 状态 响应 ， 记 为 y,, (1) 。 


2.1.3 线性 时 不 变 连 续 系 统 的 零 输 入 响应 


























线性 时 不 变 系统 完全 响应 y(t) 也 可 分 为 零 输 入 响应 和 零 状态 响应 。 零 输入 响应 是 激励 








第 c 章 ”系统 的 时 域 分 析 








为 零 时 仅 由 系统 的 初始 状态 {x(0)) 所 引起 的 响应 ,用 ys (4) 表 示 。 在 零 输 入 条 件 下 ， 微 
分 方程 式 (2 一 2) 等 号 右 端 为 零 ， 化 为 齐 次 方程 ， 即 














> yP() =0 (2 一 22) 
若 其 特征 根 均 为 单 根 ， 则 其 零 输入 响应 
ys) = cue (2 -23) 
式 中 ，C 为 竺 定常 数 。 由 于 输入 为 零 ， 故 初始 值 
yP 02) = yP 0) = yH(0),) = 0,1,,n—1 (2 一 24) 








由 给 定 的 初始 状态 即 可 确定 式 (2 -22) 中 的 各 待定 常数 。 
例 2.5 若 描述 某 系 统 的 微分 方程 和 初始 状态 为 
CD 十 5 (0 十 43(D = 2 QA (2 -25) 
y(0-)==1，y(0- )=5, 求 系统 的 零 输入 响应 。 eh 
解 ”该 系统 的 零 输入 响应 满足 方程 式 (2 一 25) 及 0 初始 值 
YD+oyiD RAy(t)=0 
ya(01) >t0- )=y(0-)=1 (2 -26) 
ys (OXF (0 )=y (0-)=5 
种 分 方程 (2 -25) 的 竺 征 方程 为 “> x 












二 十 5 本 4 滞 

特征 根 X41 二 一 1 ,4 x 族 竺 输入 响应 及 其 导 效 为 
A (2 -27) 
和 yt) EP Cae ACwe- (2 -28) 


令 1=0， 将 式 (2 _ 26) 中 的 初始 条 件 代入 趟 (2 27) 和 式 (2- 28)， 得 

oa(0+ ) 一 Ca 十 Cu 

(0+ ) 一 一 Ca 一 4C， 

由 上 式 可 解 得 Ca 二 3，Csz 一 一 2， 将 它们 代入 式 (2- 27)， 得 系统 的 零 输 入 响应 
ya(t)=3e€ '—2e ™", t>0 








2.1.4 线性 时 不 变 连续 系统 的 零 状 态 响应 


零 状 态 响应 是 系统 的 初始 状态 为 零 时 ， 仅 由 输入 信号 /(2) 引 起 的 响应 ， 用 y, (4) 表 
示 。 这 时 方程 式 (2- 2) 仍 是 非 齐 次 方程 ， 即 


Darr = Do (2 -29) 
初始 状态 yw (0- ) 一 0。 若 短 分 方程 的 特征 根 均 为 单 根 ， 则 其 零 状态 响应 为 





ye(D = pe (2-30) 
入 


式 中 ，C;, 为 待定 常数 ，y, (7) 为 方程 的 特 解 。 

















例 2.6 如 例 2.5 中 的 系统 输入 ，/(1) 二 e(1)， 求 该 系统 的 零 状 态 响应 。 
解 ” 该 系统 的 零 状态 响应 满足 方程 
D+Foy (D+4ys 0) =2f 0)—4f0) (2-31) 
及 初始 状态 ww (0-) 一 光 (0-) 一 0。 
由 于 输入 /Co =s()， 代 入 式 (2-31) 后 等 号 右 端 将 含有 冲 激 函 数 ， 人 
在 :一 0 时 将 产生 突变 ， 其 0+ 值 不 等 于 0- 值 。 为 此 ， 首 先 求 得 响应 的 0; 值 。 将 f() 代 入 
式 (2-31)， 得 





(CD 十 5y4 (0 十 4ys (0 一 28(0) 一 4e(O) (2-32) 
按 前 述 求 0; 值 的 方法 ， 令 
WD =ad) +r() (2 -33) 
从 一 == 到 上 对 上 式 积分 ,得 YA 
yD=n(), 4 (2—34) 
ys OO 一 mA (2-35) 


式 中 , 六 (0 、 关 (0 和 产 (0) 均 不 含 8(0) 及 其 导数 。 ,将 起 (2 -33)、 式 (2 -34) 、 式 (2- 35) 代 
和 人 入 式 (2 - 32)， 不 难 求 得 a 二 2。 对 式 (2 - 33) 等 号 两 端 积分 (从 0- 到 0;), 得 


ya C0. RS 8 - [XG =0 





JC04 2 万 当 -人 6D 
考虑 到 y%(0- ) 一 六 人 汪 0， 由 以 上 二 式 得 - 















次 ya (0: )=%(0-)=0 | a 
YY yO SE (0_)+a=2 
对 于 />0， 式 ?231) 可 写 为 
六 ( 十 5y4() 十 4ye (1 一 一 4 《2 二 37 
不 难 求 得 其 齐 次 解 为 Ce-' 十 Cse-"， 其 特 解 y,(1) 二 一 1， 于 是 有 
ya(l)=Cme '+Cme "—1 (2-38) 


将 式 (2-36) 的 初始 条 件 代 和 人 式 (2- 38) 及 其 导数 ( 令 :一 0) 得 
Cl 十 Ce 一 1 一 0 
一 Cs 一 4Cuee “=2 
由 上 式 可 解 得 Ci 二 2，Cw 二 一 1。 最 后 ， 得 系统 的 零 状 态 响应 
ya (tl)=2e '—e +*—1, t20 (2—39) 
在 求解 系统 的 零 状态 响应 时 ， 若 微分 方程 等 号 右 端 含有 激励 /(z) 的 导数 ， 利 用 线性 时 
不 变 系 统 零 状态 响应 的 线性 性 质 和 微分 特性 可 使 计算 简化 。 
例 2.7 描述 某 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
yD+2y DD=7 D+F 0 +2f0) (2—40) 
车 f(1) 二 e(t), 求 该 系统 的 零 状 态 响 应 。 
解 ” 设 仅 由 f(z) 作用 于 上 述 系统 所 引起 的 零 状 态 响 应 为 y(t)， 即 
yD)=T [0, f02)] 




















显然 ， 它 满足 方程 








yi (CD 十 2y 0) =f0) (2—41) 
且 初 始 状 态 为 零 ， 即 y,(0- ) 二 0。 根 据 零 状态 响应 的 微分 特性 ， 有 
yi(2)=T [0, fF 0)] 
yi1(D=T [0, f° (0)] 
根据 线性 性 质 ， 式 (2 -40) 的 零 状 态 响 应 为 
ya 一 (GD 十 y +2y (CD (2-42) 
现在 求 当 (41) 二 e(4) 时 方程 式 (2 一 41) 的 解 。 由 于 当 f(W)==e(1) 时 ， 等 号 右 端 仅 有 阶 跃 
函数 ， 故 y'1 (41) 含有 跳跃 ， 而 w (0 在 :一 0 处 是 连续 的 ， 从 而 有 y (0 ) 一 (0- ) 一 0。 
不 难 求 出 式 (2 - 41) 的 齐 次 解 为 Ce ， 特 解 为 常数 0.5， 代 入 初始 值 y, (0; )=0 
后 ,得 


y(t)=0.5(1—e *), 性 只 (2=43) 
由 于 w (1) 为 零 状态 响应 ， 故 :<0 时 wm (D 一 0。 式 (2 全 8) 可 与 为 
yD)=0,5(1 UD (2 -44) 
六 区 


其 一 阶 、 二 阶 导 数 分 别 为 





yi CD 一 0 5 8(1) + ee lt) 
"Ded Tare) 0 20 ‘e (1) 
将 y(t)、y14(WD) 和 WAR 42)， 得 该 系统 的 零 状态 响应 
; Wb) =001) 十 (2 ed) (2—45) 

可 见 ， 引 入 奇异 函数 后 六 呈 应 的 线 相 兴 而 分 性 质 可 人 来 角 和 
2.1.5 1 | NS 

如 果 系统 的 初始 状态 不 为 堆 ， 在 激励 F(z) 的 作用 下 ，LTI 系 统 的 响应 称 为 全 响应 ， 它 
是 零 输 入 响应 与 零 状态 响应 之 和 ， 即 


3y(D 一 waCOD 十 CD) (2-46) 
其 各 阶 导 数 为 
y=yP D+yL (0 ，( 王 0，1，…，7? 一 1) (2-47) 
式 (2-47) 对 一 0- ,一 0+ 都 成 立 ， 故 有 
3 (0-) 一 y'(0-) 十 y2 (0-) (2 —48) 
9 (04)=yP (0;)+y (04) (2 -49) 
对 于 零 状态 响应 ， 在 1 二 0- 时 激励 尚未 接 入 ， 故 yw (0- ) 二 0， 因 而 零 输 入 响应 的 0; 值 为 
yP 04)=yP (0- )=y" (0-) (2-50) 


根据 给 定 的 初始 状态 ( 即 0_- 值 )， 利 用 式 (2-49)、 式 (2 - 50) 及 前 述 由 0- 值 求 0, 值 的 方 
法 ， 可 求 得 零 输 入 响应 和 零 状态 响应 的 0, 值 。 
综 上 所 述 ，LTI 系 统 的 全 响应 可 分 为 自由 (固有 ) 响 应 和 强迫 响应 ， 也 可 分 为 零 输 入 响 
应 和 零 状态 响应 
例 2.8 描述 某 LTI 系统 的 微分 方程 为 
yD+3y (0)+2y) =27 (1) +6f) Coy 
已 知 y(0- )==2，y(0- ) 二 1，/(41) 二 e(4), 求 该 系统 的 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 和 全 响应 。 











解 〈1) 零 输入 响应 y; (0) 满足 方程 
yD) +3ys C0) +2ya(t)=0 (2 —52) 


由 式 (2-50) 知 ， 其 0; 值 为 
ai(0;) 一 (0_) 一 y(0_) 一 2 
ys(0+)=ys(0-)=y(0- )=1 
式 (2 -52) 的 特征 根 为 和 三 一 1， 3%: 二 一 2， 零 输入 响应 为 
ya(t)=Cae-'+Cie-” (2-53) 
将 0+ 初始 值 代 人 上 式 及 其 导数 ， 得 
(0+) 一 Ca 十 Cu 一 2 
由 (0)= 一 Ca 一 2CoF 下 入 
解 得 Ci =5，Cu 一 一 3， 将 它们 代入 式 (2- 53) 中 :得 系统 的 夫 输 入 响应 应 为 
一 0 (2-54) 
(2) 零 状态 响应 (DOD) 是 初始 状态 为 堆 ， MY en 51) 的 解 ， 即 y, (4) 满足 
方程 = EN 
YD +3 Fy 0) =230) toe) (2-55) 
及 初始 状态 y“(0- ) 一 (0-) 0 先 求 ya(04) 和 36(0;)， 由 于 式 (2 -55) 等 号 右 端 全 














有 6(0)， 令 Mr 
(2-56) 
从 一 到 积分 得 > cS 
/小 Py) = 0) (2-57) 
NN 党 
入 uCD 一 疡 (1 (2-58) 


将 次 (D、 败 (0、ys(D 代 人 式 (2-55) 可 求 得 ec 王 2。 对 式 (2-56)、 式 (2 -57) 等 号 两 
端 从 0- 到 0, 积分， 并 考虑 到 | ro ad ri(z)dt 一 0 ， 可 求 得 


ya(0+ ) 一 ‰(0-) 一 a 一 2 
yu(0+ ) 一 ym(0-) 一 0 
解 上 式 ， 得 y.(0;) 二 2，y..(01) 二 0。 
对 于 巡 0， 式 (2 -55) 可 写 为 
兴 () 十 3y4(0D 十 2y(D 一 6 
不 难 求 得 其 齐 次 解 为 Ce-' 十 C.se-”"， 其 特 解 为 常数 3。 于 是 有 
jt)= Cet Ce +3 (2-59) 
将 0+ 初始 值 代 人 上 式 及 其 导数 ， 得 
yu(0+ ) 一 Cu 十 Co 十 3 一 0 
J (0) 0420 
由 上 式 可 求 得 Cia 二 一 4，Csw 二 1， 代入 式 (2-59)， 得 系统 的 零 状态 响应 为 
yn(t)=—4e '+e *+3, t20 (2—60) 
(3) 全 响应 y(t)。 由 式 (2 -54) 和 式 (2 -60) 可 得 系统 的 全 响应 为 

















零 输 入 响应 零 状态 响应 
yu(t)=ya(t)+ys(t)= 5e 一 3e 2 一 4e ‘+e “+3, t>0 
一 一 一 
自由 响应 强迫 响应 


一 e 一 2e “十 ，t 二 0 


下 
可 以 验证 
3y(0+ ) 一 站 (0+) 十 ys(0+ ) 一 2 十 0 一 2 
y (0+)=ys(04)+ys(04)=1+2=3 
例 2.9 LTI 因果 系统 ， 当 激励 为 fi (1) 一 e(1) 时 的 全 响应 w (7) 二 (2e-' 十 3e-*)e(1); 
当 激 励 f;(1) 二 2e(1) 时 的 全 响应 为 y,(1) 二 (4e-' 一 2e-*)e(1)。 求 相同 初始 条 件 下 激励 f; (7) 
波形 如 图 2. 1 所 示 时 的 全 响应 y; (7) 。 
解 yi(2)==ya(t) 十 y(t)=(2e-' 二 3e-*)e(t) 
ya(1)= yi(t)T2ys(t)= (4e 一 2e *)e(t) 
联 立 解 得 





AD 





ya(l)=8e 2e(0) 
ya(t)=(2e '—5e ”)elty 





因为 和. 
f(t)=e(t)—2e(t te(t—2) 图 2.1 _f;(1) 波 形 
根据 线性 时 不 变性 质 
28 (1) = yat) ys (0D (tO—1)+ yn (tA 
=8e- Ye(1) + (Ve —5e-*)e(t) —2(26 —5e "TT))e(t—1) 
十 (2&Sf 一 5e 2 )e(rlD) 


= (de 3e")e) —2(2e Se De 一 1) 十 (2 一 5erer9)e(( 一 2) 
2.2 连续 系统 的 冲 激 响 应 


连续 系统 的 冲 激 响应 定义 为 在 系统 初始 状态 为 零 的 条 件 下 ， 以 单位 冲 激 信号 激励 系统 
所 产生 的 输出 响应 ， 以 符号 h(1) 表 示 ， 如 图 2. 2 所 示 。 由 于 系统 冲 激 响 应 h(1) 要 求 系统 在 
零 状态 条 件 下 ， 且 输入 激励 为 单位 冲 激 信号 6(1)， 因 而 冲 激 响应 h(#) 仅 取决 于 系统 的 内 部 结 
构 及 其 元 件 参数 。 因 此 ， 系 统 的 冲 激 响应 h(4) 可 以 表征 系统 本 身 的 特性 。 换 句 话说 ,不 同 的 
系统 就 会 有 不 同 的 冲 激 响应 (7)。 


on) [ol] h(n) 


图 2.2 冲 激 响应 示意 图 
冲 激 响 应 是 激励 为 单位 冲 激 函数 6(1) 时 ， 系 统 的 零 状态 响应 ， 即 
h(t)=T [ {0}, (2)] (2-61) 
根据 连续 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 数学 模型 [ 式 (2- 1)]， 其 冲 激 响应 (满足 微分 方程 
h'™ (十 ai (+tah'" (t)+aoh(t) 
=6b,6" (2) +b 0" 1 (2) tthoY (t)+b dt) 

















[OD 
【 冲 激 描述 】 


(2 一 62) 











及 初始 状态 h”(0-)==0(i 二 0，1，…,n 一 1)。 由 于 6(1) 及 其 各 阶 导数 在 1/ 宇 0; 时 都 等 于 
零 ， 故 式 (2- 62) 右 端 各 项 在 /二 0; 时 恒 等 于 零 ， 这 时 式 (2 -62) 成 为 齐 次 方程 ， 这 样 冲 激 
响应 (2) 的 形式 应 与 齐 次 解 的 形式 相同 。 

当 微 分 方程 的 特征 根 均 为 单 根 ， 且 zx 一 灵 时， 则 冲 激 响 应 为 





h(i) = (Doe) (2 -63) 
=1 


式 中 , 各 常数 C 由 有? (0;)(j 二 0，1，2，…,n 一 1) 的 初始 值 确定 。 

当 nm 时 ,要 使 方程 式 两 边 所 具有 的 冲 激 信号 及 其 高 阶 导 数 相 等 ， 则 h(z) 表 示 式 中 
还 应 含有 6(4) 及 其 相应 阶 的 导数 8%-”(1)，6”-" 了 (1)，…，6'(1) 等 项 。 

一 般 而 言 ， 车 描述 LTI 系统 的 微分 方程 为 

3 (十 oo "(++goy) (2 -64) 
=6,f "(D+b fe EB fA) 

求 系统 的 冲 激 响 应 (4) 可 以 分 为 以 下 两 步 进行 。 、 ON、 

(1) 选 新 变量 yi (7)， 使 它 满足 的 微分 方程 左 端 与 式 (2 - 64) 相 同 ， 而 右 端 只 含有 f(2)， 
即 w (1) 满 足 方程 SN 








yD ta yo ta yD) = 00) (2.=.65) 
求 得 式 (2 -65) 系 统 的 冲 激 响应 hh 033、 
(2) 根据 LTI 系统 零 状态 响应 的 线性 性 质 和 微分 特性 ， 可 得 式 (2 -64) 的 冲 激 响应 为 





hOB CD +b hE Te bh (1) (2-66) 
例 2.10 设 描述 某 二 阶 TI 系统 的 微分 方程 为 
yD HIy Hoy(D) = /0) (2-67) 


求 其 冲 激 响 应 (D> % 
解 ”根据 冲 激 响应 的 定义 ， 当 / (4) ==6(1) 时 ， 系 统 的 零 状 态 响应 y.(1) =h(1)， 由 
式 (2 -67) 可 知 ，h(7) 满 足 
(D+5h (+6h) =60) (2 -68) 
h’(0- )=h(0-) 
微分 方程 式 (2 - 68) 的 特征 根 为 A 二 一 2, ,二 一 3。 根 据 式 (2 63) 可知， 系统 的 冲 激 响应 
h(t)=(Cie "+Cse *)e(t) (2-69) 
为 确定 待定 常数 C 和 C: ， 需 要 求 出 0, 时 刻 的 初始 值 h(01 ) 和 大 (0; )。 根 据 前 面 讨 
论 的 由 0- 值 求 0+ 值 的 方法 由 于 式 (2-68) 中 含有 5() ， 故 设 


(1)=ad(t) tro (1) (2 -70) 

从 一 = 到 上 积分 得 
h’(t)=r(t) 2.=71} 
h(t)=r,(t) C2:=72Y 








式 中 ,ro (1) 、 广 (O 和 产 (D 不 含 6(1) 及 其 各 阶 导数 。 将 式 (2 -70)、 式 (2 -71) 和 式 (2 -72) 
代入 式 (2-68) 的 微分 方程 ， 并 根据 等 号 两 端 冲 激 函 数 及 其 各 阶 导数 相 平衡 ， 可 求 得 < 一 1。 


对 式 (2 - 70)、 式 (2 - 71) 等 号 两 端 从 0- 到 0, 积分 ， 并 考虑 到 I rm(Ddt = 0， 














[na 二 0 ,可 求 得 
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h’'(0+)=h’(0-)+a=1 
h(0;)=h(0-)=0 
将 以 上 初始 值 代入 式 (2 -69) 中 ,可 以 解 得 C= 二 1，C; 二 一 1， 最 后 得 系统 的 冲 激 响应 为 
h()=(e *—e *)e(L) 
例 2.11 描述 某 二 阶 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 








YD+5y D+6yD=/ 0 +2 0) +3f0) (2-73) 
求 其 冲 激 响应 (7) 。 
解 “方法 一 : 选 新 变量 y(t), 满足 方程 
(CD 十 5y +6y (=) (2-74) 
设 其 冲 激 响应 为 h(1)， 则 由 式 (2-66) 知 ,， 式 (2 -73) 系 统 的 冲 激 响 应 为 
h(nD)= A (0) + 2h 0) + 3 (2-75) 


现在 求 h(t)。 由 于 式 (2 -73) 与 例 2. 10 TR 《67) 完 全 相同 ， 故 其 冲 激 响应 也 相 
同 ， 即 
ji a 
它 的 一 阶 、 二 阶 导数 分 别 为 wNNF 
N= ete 二 3e *)e(1)=(—2e 2 十 3e *)e(t) 
WD=(—2e "+3e "Rte" 9e™*)e(t)=6(1)+ (4e *—9e ")e(t) 
将 它们 代入 式 (2 一 75)， 得 式 (2 73) 所 述 系统 的 冲 激 响 应 为 
ot es)e(1) 
方法 二 ;根据 冲 激 谢 应 的 定义 ， 当 Fa 一 兴 D 时 ， 系 统 的 零 状态 响应 yw (4) 一 A(0)， 
由 式 (2- 73) 可 知 太 CO 满足 > MS 
SN CDF5h CD +O =0" (0) +20 (7) +3800) 
; (0-)=h(0-)=0 
首先 求 出 04 时 刻 的 初始 值 h(01) 和 (0,)， 根据 前 面 讨论 的 由 0- 值 求 0, 值 的 方法 ， 
由 于 式 (2 -76) 右 端 含 6 (1)， 故 设 
(0)=ad (0 十 08 (t+) + ro (t) (2=77) 


对 其 从 一 = 到 +t 积分, 得 





















(2.=76) 


h(t)=ad’ (1)+bd() +r (t) (2=78) 
h(t) =ad(t) tr (1) (2—79) 
式 中 ,ro (1)、rm() 和 rs(1) 不 含 6(4) 及 其 各 阶 导数 。 将 式 (2-77)、 式 (2-78)、 式 (2 -79) 

代入 式 (2 一 76) 的 微分 方程 。 并 由 等 号 两 端 冲 激 函数 及 其 各 阶 导 数 相 平衡 ， 可 求 得 

a=1 
0 十 5a 一 2 
c 十 50 十 6a 一 3 

解 上 式 得 a 二 1, 5 二 一 3，c 二 12。 对 式 (2 -77) 和 式 (2 -78) 等 号 两 端 从 0_ 到 0, 积分 


并 考虑 到 | m= of rm(t)dt 一 0 ， 可 求 得 


h'(0:)—h’(0- ) 一 < 
h(0-)—h(0-)=6b 

















hh'(04)=h (0-)+c=0+12=12 
由 (0 ) 一 A(0- ) 十 0 一 0 一 3 一 一 3 
当 t>0 时 , ji) 满足 方程 
WD +5h (0) +6h) =0 
它 的 特征 根 X1 == 一 2， Xs 二 一 3。 故 系统 的 冲 激 响 应 
h(D)=Cie "+Ce, 1t>0 (2 -80) 
式 中 ,待定 常数 Cl、C, 由 初始 值 (0; ) 王 一 3 和 帮 (0;. ) 一 12 确定 , 将 初始 值 代入 
式 (2-80)， 得 
h(04)=C+C=—3 
h’'(0+)=—2C—3C; =12 
由 上 式 解 得 C1 二 3，C; 二 一 6。 由 于 4<0 时 , h(W) 二 0 获 根 据 式 (2 -80) 和 式 (2-79)， 得 
系统 的 冲 激 响应 ND 
h(t) =6() + (3 6e ")e(t) 
一 个 线性 时 不 变 系统 ， 当 其 初始 状态 为 零 时 ,输入 为 单位 阶 跃 函数 所 引起 的 响应 称 为 
单位 阶 跃 响应， 简称 阶 跃 响应， 用 :g( 避 表示 。 
由 于 单位 阶 路 函数 与 单位 冲 激 函 数 的 关系 为 


iD ¥ 天 这 (0) < 中 | 6(z) dr (2-81) 
根据 线性 时 不 变 系 统 的 微 积分 特性 ， 同一 系统 的 阶 跃 响应 与 冲 激 响应 的 关系 为 
h(t) = dE g(1) = h(xz)dr (2.=82) 


2.3 卷 积 积 分 


卷 积 方法 在 信号 与 系统 理论 中 占有 重要 的 地 位 。 这 里 所 要 讨论 的 卷 积 积分 是 将 输入 信 
号 分 解 为 众多 的 冲 激 函数 之 和 (这 里 是 积分 )， 利 用 冲 激 响应 求解 LTI 系 统 对 任意 激励 的 零 
状态 响应 。 


2.3.1 卷 积 积分 的 定义 


| 


定义 强度 为 1( 即 脉冲 波形 下 的 面积 为 1)， 宽 度 很 窄 的 脉冲 p, (1)。 设 当 p, (+) 作 用 于 
线性 时 不 变 系统 时 ， 其 零 状态 响应 为 h, (1)， 如 图 2. 3 所 示 。 
pi(D) hd) 








| 2 FF 
图 2.3 p, (i) 的 零 状态 响应 示意 图 
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显然 ， 由 于 
dD) =limp, (2) (2 —83) 
所 以 ， 对 于 线性 时 不 变 系统 ， 其 冲 激 响 应 


h(t) = limh, (1) (2—84) 


现在 考虑 任意 激励 信号 f(t)。 为 了 方便 ， 令 Ac= 二 。 将 激励 (2) 分 解 为 许多 宽度 为 


Ar 的 窄 脉冲 ， 如 图 2.4 所 示 。 其 中 第 个 脉冲 出 现在 上 一 AAr 时 刻 ， 其 强度 (脉冲 下 的 面 
积 ) 为 /(kAr)Ar。 





-7 图 二 4 函数 / (1 分 解 为 囊 脉 冲 


这 样 ， 可 以 将 f(D) 近似 地 看 成 是 由 一 系列 强度 不 同 、 接 入 时 刻 不 同 的 窄 脉冲 组 成 。 所 
有 这 些 窄 脉 冲 的 和 近似 地 等 于 /()， 即 
f(D) 天 TY OR Op eae (2—85) 
式 中 , & 为 整数 。 
如 果 线 性 时 不 变 系统 在 窗 脉 冲 p, (2) 作 用 下 的 零 状 态 响 应 为 h,(1)， 那 么 ， 根 据 线性 时 
不 变 系统 的 零 状 态 线性 性 质 和 激励 与 响应 间 的 时 不 变 特性 ， 在 以 上 一 系列 窄 脉冲 作 
系统 的 零 状 态 响应 近似 为 























yD TD) SRADh, (1— kADAr (2-86) 
在 Ar>0( 即 n>0) 的 极限 情况 下 ,将 Ar 写 为 dr，AAr 写 为 r， 它 是 时 间 变 量 ， 同 时 
求 和 符号 改写 为 积分 符号 。 
利用 式 (2 -83) 和 式 (2-84)， 则 f(1) 和 y,.(1) 可 写 为 
CD) =- ft— dr (2-87) 
y(t) =- fh(t— rdr (2—88) 


它们 称 为 卷 积 积分 。 式 (2 -88) 表 明 ， 线 性 时 不 变 系 统 的 零 状 态 响应 y,. (2) 是 激励 (7) 
与 冲 激 响 应 (7) 的 卷 积 积分 。 
在 系统 问题 分 析 中 ， 人 们 往往 更 关注 系统 零 状态 响应 的 求解 。 除 了 通过 列 写 微分 方 

















程 、 结 合 零 状 态 条 件 求解 系统 的 零 状 态 响应 以 外 ， 更 重要 的 一 种 时 域 求 零 状 态 响应 的 方法 
是 卷 积 积分 法 。 图 2. 5 简明 地 给 出 了 这 种 零 状态 响应 方法 的 清晰 概念 与 基本 求解 过 程 。 





AD vl) 
50 | OnAO (定义 ) 
dD 1 AD (时 不 变性 ) 
A 1 XDACD 。  ( 齐 次 性 ) 
六 ADarabdr ! 六 XDA-adr ( 划 加 性 ) 
几 | y 
ANoD) | OO 
v | 1 /KO 
1 AX 
JI | NN 
1 \ 


N= 
图 2.5 零 状 态 响 应 求解 的 基本 过 程 

一 般 而 言 ， 如 有 两 个 函数 1) 和 广 ()， 则 定义 卷 积 积分 
/OR 下 f(D flt— ndr (2-89) 


为 请 (0 和 f,(2) 的 卷 积 积分 ,简称 卷 积 ， 记 为 
f(2)=f (中 CT 0) 


= wr pos fi(Dfilt—rdr (2—90) 


2 着 积 积分 的 图 解 


根据 卷 积 积分 的 定义 ， 积 分 变量 为 r。A(t 一 z) 说 明 h(t) 有 反 转 和 平移 的 过 程 ， 将 
jzr) 与 At 一 z) 相 乘 ， 对 其 乘积 结果 积分 即 可 计算 出 卷 积 的 结果 。 利 用 图 形 做 卷 积 积分 运 
算 需 要 以 下 五 步 。 

(1) 将 FCD 和 oO 中 的 自 变量 由 上 改 为 r，r 成 为 函数 的 自 变 量 。 

(2) 将 其 中 一 个 信号 反 转 ， 如 将 h(t) 反 转 得 h( 一 r)。 

(3) 将 所 一 吕 平 移 !， 成 为 At 一 D，! 是 参 变量 。 上 0 时， 图形 右 移 ; 1<0 时 ， 图 形 左 移 。 

(4) 将 Fr) 与 At 一 zc) 相 乘 。 

(5) 对 乘积 后 的 图 形 积分 。 

例 2.12 已 知 Fo 一 ee(Gt)， 有 h(t) 二 e(t), 计算 y(2D)=f(4) x 有 h(1)。 

解 (1) 将 信号 的 自 变量 由 4 改 为 c. 如 图 2.6(a)、 图 2.6(b) 所 示 。 

(2) 将 h(r) 反 转 得 h( 一 r)， 如 图 2. 6(c) 所 示 。 

(3) 将 h( 一 ) 平 移 1， 根据 f() 与 (1 一 7) 的 重 琶 情况 ,分 段 讨论 如 下 。 

当 1<0 时 ，f() 与 h(t 一 tr) 的 图 形 没有 相遇 ， 如 图 2. 6(d) 所 示 ， 此 时 f(r) 与 h(t 一 7) 
的 乘积 结果 为 零 ， 故 


yt) = ff) #1) = 上 fh dr=0 
































LL 第 c 章 ”系统 的 时 域 分 析 








当 1>0 时 ，/() 与 h(i 一 7) 的 图 形 相遇 ， 而 且 随 着 1 的 增加 ， 其 重合 区 间 增 大 ， 于 
区 间 为 (0，+)， 如 图 2. 6(e) 所 示 , 故 








yD = xh =| fh Dar= | sec Ddr 


= [ear =1l—e',t>0 
卷 积 结果 如 图 2. 6(f) 所 示 。 
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图 2.6 指数 信号 与 阶 跃 信号 的 卷 积 

例 2.13 已 知 信号 f(D) 和 hh() 的 波形 如 图 2.7(a)、 图 2.7(b) 所 示 , 计算 y(z) 一 
f C2) # CD) 。 

解 首先 将 了 (W) 和 (4) 中 的 自 变量 t 改 为 rc， 如 图 2.7(a)、 图 2.7(b) 所 示 ; 再 将 Ar) 
反 转 平移 为 h(t 一 r)， 如 图 2.7(c) 所 示 。 然 后 观察 f(z) 与 (1 一 r) 乘 积 随 着 参 变量 1 变化 而 
变化 的 情况 ， 从 而 将 1 分 成 不 同 的 区 间 ， 分 别 计算 卷 积 积分 的 结果 。 其 计算 过 程 如 下 。 

(1) 当 友 一 1 时 ,At 一 z) 的 波形 与 f(7) 的 波形 没有 相遇 ， 因 此 f(z)h(t 一 7) 二 0， 故 

yat) = f(1) ¥h(1) = fh(t—r dr=0 

(2) 当 一 1t<0 时 ,h(t 一 疏 的 波形 与 fr) 的 波形 相遇 ， 而 且 随 着 1 的 增加 ， 甚 重合 区 

间 增 大 ， 如 图 2.7(d) 所 示 ， 重合 区 间 为 (一 1，2)7 。 因 此 卷 积 积分 的 上 下 限 取 为 上 与 一 1， 即 有 


y(t) = Fo) # CD | f(D Ut— Ddr 














a 1Xldr 王 上 十 1 
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(3) 当 0 过 1 过] 时 ,At 一 z) 的 波形 与 F(r) 的 波形 一 直 相 遇 ， 随 着 1 的 增加 ， 其 重合 区 
间 的 长 度 不 变 ， 如 图 2. 7(e) 所 示 . 重合 区 间 为 (一 1 十 + 7)。 因 此 卷 积 积分 的 上 下 限 取 为 
与 一 1 十 :， 即 有 























yD = f(D * (CD | f(D Ddr 





= 上 1xldr=1 
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图 2.7 例 2.13 图 解 卷 积 过 程 


(4) 当 1<t<2 针 , h( 一 避 的 波形 与 7 的 波形 继续 相 过 ， 但 随 着 1 的 增加 ， 其 重合 
区 间 逐 渐 减 小 汶 如 图 2.7(f) 所 示 ， 重 合 区 间 为 (一 1 十 :，1)， 因 此 卷 积 积分 的 上 下 限 取 为 1 


与 一 1 十 t+， 即 








y(t) = f(t) h(t) | ede 


=| 1x1ldr=2—1 

in 

(5) 当 1 三 3 时 ,h(t 一 t) 的 波形 与 f(r) 的 波形 又 不 再 相遇 。 此 时 f(Dh(t 一 5) 二 0， 故 
y(t) =/0 exh =| fh(t—rdr=0 


卷 积 y(?) 二 f(t) * h(t) 的 各 有 段 积分 结果 如 图 2.7(g) 所 示 。 可 见 两 个 不 等 宽 的 矩形 脉冲 的 卷 
积 为 一 个 等 腰 梯 形 。 

从 以 上 图 形 卷 积 的 计算 过 程 可 以 清楚 地 看 到 ， 卷 积 积分 包括 信号 的 反 转 、 平 移 、 乘 积 、 
再 积分 这 4 个 过 程 ， 在 此 过 程 中 关键 是 确定 积分 区 间 与 被 积 函数 表达 式 。 卷 积 结果 y(1) 的 起 
点 等 于 f(D) 和 有 (DD) 的 起 点 之 和 ; >(0 的 终点 等 于 /CO 和 户 (的 终点 之 和 。 若 卷 积 的 两 个 
信号 不 含有 冲 激 信号 或 其 各 阶 导数 . 则 卷 积 的 结果 必定 为 一 个 连续 函数 ， 不 会 出 现 间断 
点 。 此 外 ,， 反 转 信号 时 ， 尽 可 能 反 转 较 简 单 的 信号 ， 以 简化 运算 过 程 。 

利用 卷 积 的 定义 .通过 信号 的 函数 解析 式 进行 卷 积 时 ， 对 于 一 些 基 本 信号 可 以 通过 查 
表 直 接 得 到 ， 和 避免 直接 积分 过 程 的 重复 与 繁杂 的 计算 。 常 用 信号 卷 积 积分 表 见 表 2 -3。 当 
然 ， 在 利用 解析 式 进行 求解 信号 卷 积 时 ,可 以 利用 卷 积 的 一 些 特性 来 简化 运算 。 























表 2-3 常用 信号 的 卷 积 积分 




















h(n) f:(0) (DN) * fa(0) 

el(1) a(t) te(1) 

- 1 ot 
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e “el(t) eelt) (er 一 ce)e(0)， BFa 
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2.3.3 卷 积 积分 的 性 质 
卷 积 积分 是 一 种 数学 运算 ， 它 有 许多 重要 的 性 质 ( 或 运算 规则 )， 灵 活 地 运用 它们 能 简 
化 卷 积 运算 。 六 _ 
表 2-4 中 纳 了 卷 积 的 主要 性 贰 ， 设 Fi) = 放风 位 记 (t) 一 [ fi fslt—rdr, 
 。”。 表 2-4 卷 积 入 分 的 性 质 
性 质 名 称 ~ T 性 质 内 容 


满足 交换 律 、 分 配 律 、 结 合 律 
f(D # f(t)= 300) # CD) 











代数 运算 9 
fi [falD+f DD] =f DD CO 十 Cos (CD 
[FoO*x 六 (DO]* 户 (0 一 FGOx [fC xD] 
卷 积 的 微分 “| CODD]_dfD opr 
dt dt dt 





卷 积 的 积分 下 ,LD = 让 fiDdr]* 户 (0) = fi(1)* 路 fi(r)dr] 








x En | 是 人 = 2 

卷 积 的 微 积分 | “人 = hdr MR * | far 
注意 : ea =0 

卷 积 的 延迟 fH) 户 (t 一 在 ) 一 万 (一 在 一 在) # f(t)= f(D * (一 二 一 起) 


=f(t—a—t:) 





f(1) #6(1) = f(1) 


奇异 信号 卷 积 fre = 上 Fodr 





f(D #06" (CD 一 Fo (1) 








号 与 系统 (第 2 版 ) | 


























信 
( 续 ) 

性 质 名 称 性 质 内 容 

E(t) <E(t) 一 1E(t) 

ee ve(O 一 二 (人 一 De(D) 
常用 信号 卷 积 5 0 stye(D) 

Tle Ee 3 re 

2 这 号” 了 
回 总 开国 交换 律 说 明 两 信号 的 卷 积 积分 与 次 序 匹 关 。 

分 配 律 表明 ， 子 系统 级 联 时 ,总 系统 的 冲 激 响应 等 于 各 子 系统 冲 激 响 

回 应 之 和 ， 如 图 2. 8 所 示 。 
【证 明 交 换 律 】 /0 










/0D 







FOR h(n) 
A h(n) 
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a 30 3 h(D=h (D+h(n) 


图 2.8 一 卷 积 的 分 配 律 


结合 律 表明 ， 子 系统 级 联 时 ,总 的 冲 激 响应 等 于 子 系统 冲 激 响应 的 卷 积 ， 如 图 2. 9 


和 8 


Fh(D Fh (Nh 


2 ph ht) 


图 2.9 卷 积 的 结合 律 


所 示 。 























卷 积 积分 中 最 简单 的 情况 是 两 个 函数 之 一 是 冲 激 函数 ,利用 冲 激 函 数 的 采样 性 质 和 卷 
积 运算 的 交换 律 可 得 式 (2 -91)， 表明 某 函数 与 冲 激 函数 的 卷 积 就 是 它 本 身 。 














f (0) #6(1)=601) * f(D)=f() (2—91) 

将 这 个 重要 性 质 进 一 步 推广 ， 可 得 
(Et) 关 人 (一 右 ) 一 SC 一 右 ) < f(t)=f(—4) (2 -92) 

如 令 式 (2 -92) 中 fQ)==6(1 一 t;)， 则 有 
G(t 一 三) 6O(t—ts)=(t—t,) < 0(t—t)=6(t—t —t,) (2—93) 











此 外 还 有 











f(t—) # 人 CE 一 如 ) 一 大 (一 下 ) #0(t—h)=f(t—t—ts) 《2 -94) 


f(0)=f1(t) * f(t) 








fa) frlt—ts)= f(t) flt—h)=f(—ti—t:) (2-95) 
式 (2-95) 表 明 ， 如 激励 f(t) 作 用 于 冲 激 响 应 为 h(t) 二 ff,(1) 的 系统 的 零 状态 响应 
ya() 二 f(t)， 那 么 延 时 的 激励 作用 于 冲 激 响 应 延 时 为 1 的 系统 ， 与 延 时 为 t; 的 激励 作 
于 冲 激 响应 延 时 为 4 的 系统 ， 其 零 状态 响应 相同 ， 其 延 时 为 ti 十 1 。 
例 2.14 计算 卷 积 积分 (1 十 3) * e(1 一 5)。 
解 按照 卷 积 定义 式 


e(t 十 3)*e(Gt 一 5) =| s(r 十 3)CEEm 一 5)dr 


























考虑 到 r<< 一 3，e(r 二 3) 一 0 tr>1 一 5，el1 一 r 一 5) 千 0% 故 上 式 可 写 为 








\ 
elt+ 3) *e(t— | ar 1 一 2 
由 于 积分 上 限 大 于 下 限 ， 故 上 式 适用 于 5 之 一 3 的 区 间 ， 即 有 
et 十 3 一 5) 一 (( 一 2)e(4 一 2) 
也 可 直接 利用 e(1) * e(z) 一 ts(0 忆 再 利用 式 (2 - 95)35 可 得 
et 十 3) x et—5) = el1) x (4+ 3 He # 0(1—2)= (1—2)e(1—2) 
可 见 计算 结果 相同 。 所 -一 1 
例 2.15 fiwfz(t) 如 图 2.10, 所 示 。 求 f1(2) x* f(t)。 
解 NA fi1(1) F201) —2e(1—1) 
和 户 (D=e(t 十 1D) 一 e(t 一 1) 
f(t) # f(t)=2e(t) # el(t+1)—2e(t) * e(t—1)—2e(t—1) *e(t+1)+2e(t—1) *e(t—1) 
由 于 

















E(t) * el(t)=te(t) 
根据 时 移 特性 ， 有 
f1(2) ¥ f2(t)=2(t+1)e(tt+1)—2(t—1)e(t—1)—2te(t)+2(t—2)e(t—2) 
ND .AD 
2 1 








0 1 1 强 0 1 
图 2.10 例 2.15 图 


例 2.16 图 2.11(a) 画 出 了 周期 为 了 的 周期 性 单位 冲 激 函数 序列 ， 可 称 为 梳 状 函数 ， 
它 可 用 5 (0 表示 (有 些 文献 用 compr(t) 表 示 )， 它 可 写 为 





























61(D) = >) 580 一 mpT) (2-96) 


式 中 ,nm 为 整数 。 函 数 f, (1) 如 图 2. 11(b) 所 示 ， 试 求 f(1) 二 了 (4) x 61(1)。 
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(a) (b) (9) 
图 2.11 6r(1) 与 f,(1) 的 卷 积 
解 ”根据 卷 积 运算 的 分 配 律 ， 并 应 用 式 (2 -92) 可 得 


f= fo #067) = f(D) #[ > dt— mT)] 


= DR 0G mT) BAG— mT) 
如 果 /00) 的 波形 (假定 其 宽度 r<T) 如 图 2,.11(B) 所 示 ， 那 么 六 (0) 与 8r (0) 卷 积 的 波 
形 就 如 图 2. 11(c) 所 示 。 由 图 可 见 ，/,(1) * 8x4) 也是 周期 为 工 的 周期 信号 ， 它 在 每 个 周 
期 内 的 波形 与 方 (D 相 同 。 SN 
例 2.17 /1(1) 如 图 2.12 所 示 , 大 罗兰 ere()， 求 1(1) x f,(1)。 
解 fi KK) = < f4 1 (4) 
MV (=60(0) —60T) 


， pe 1 | 
| ee (Ddr 三 [| cdr we 0 = -Ve 








AGE) * f(t)=(1 EE)et)— [1 一 ee 2] e(t—2) 


JIO 
1 
0 2 1 


图 2.12 例 2.17 中 的 了 f1(1) 


例 2.18 求 图 2.13 中 函数 方 (0 与 /;(7) 的 卷 积 。 
解 ”直接 求 /1(4) 与 /2(1) 的 卷 积 将 比较 复杂 ,如 果 根 据 卷 积 的 微 积分 性 质 ， 卷 积 为 
fi f(t)=f 00) fi? 0) 
=28(—1) * 六 (一 28(t 一 3) * fi? (2) 
=2f87? (一 1) 一 2 一 3) 
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图 2.13 例 2.18 图 














其 过 程 如 图 2. 14 所 示 。 
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图 2.14 万 (0 与 f; (1) 的 卷 积 运算 


2.4 线性 时 不 变 离散 系统 的 响应 


离散 系统 分 析 与 连续 系统 分 析 在 许多 方面 是 相互 平行 的 ， 它 们 有 许多 辐 3 
类 似 之 处 。 连 续 系 统 可 用 微分 方程 描述 , .离散 系统 可 用 差分 方程 描述 。 差 画 9 
分 方程 与 微分 方程 的 求解 方法 在 很 大 程度 -上 是 相互 对 应 的 。 【差分 与 差分 
2.4.1 迁 代 法 得 方程 的 定义 】 
由 于 描述 离散 时 间 系 统 的 差分 方程 是 具有 递 推 关系 的 代数 方程 ， 若 已 知 初始 状态 和 激 
励 ， 则 可 以 利用 迭代 法 求 得 差分 方程 的 数值 解 。 
例 2. 19 若 描 述 某 系统 的 差分 方程 为 
y(k)+3y(kP1)+2y Rk—2) =/(k) 
已 知 初始 条 件 y(0) = 二 0，y(1) = 二 2， 激 励 f(8)= 二 24e (k)， 求 y(k)。 
解 将 差分 方程 中 除 y(&) 以 外 的 各 项 都 移 到 等 号 右 端 ， 得 
y(k)=—3y(k—1)—2y(k—2)+ f/f(k) 
2 y(2) 3y(1)—2y(0)+f(2) 2 
3 y(3)=—3y(2)—2y(1)+f(3) =10 
4 y(4)=—3y(3)—2y(2) 十 f(4) = 一 10 























可 见 ， 用 迭代 法 求解 差分 方程 思路 清楚 ， 便 于 用 计算 机 求解 。 

例 2.20 已 知 描述 某 一 阶 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 线性 常 系数 差分 方程 为 
y(k)—0.5y(k—1)=e(k). k=0 

且 已 知 初始 状态 >( 一 1) 王 1， 用 迭代 法 求解 差分 方程 。 

解 将 差分 方程 写成 














yk)=e(k)+0. 5y(k—1) 

代入 初始 状态 ， 可 求 得 
y(0)=e(0)+0. 5y(—1)=1+0.5X1=1.5 

类 似 地 ,依次 迭代 可 得 























y(1) 一 wx(1) 十 0.5y(0) 一 1 十 0.5X1.5 一 1.75 
2) uk) 0. C1) lO Gl. 76=1.875 


n 阶 离散 系统 (差分 方程 ). 已 知 n 个 初始 8 状态 {y( 一 1)，y( 一 2)，…，y( 一 2)) 和 
输入 时 ， 可 用 式 (2 -97) 和 迭代 计算 系统 的 输出 。 





y(k) = Dstt 让 + fk—)) Co 
用 送 代 法 求解 差分 方程 思路 清楚 ， 便于 编写 计算 程序 ， 能 得 到 方程 的 数值 解 ， 但 不 易 
得 到 解析 形式 的 解 。 与 连续 时 间 线 性 时 不 变 系 统一 样 ， 离 散 时 间 线 性 时 不 变 系统 的 完全 响 
应 也 可 以 看 成 是 初始 状态 与 输入 激励 分 别 单独 作用 于 系统 产生 的 响应 大 加 。 其 中 ， 由 初始 
状态 单独 作用 产生 的 输出 响应 称 为 零 输入 响应 ， 记 为 ya (8); 而 由 输入 激励 单独 作用 产生 
的 输出 响应 称 为 零 状态 响应 ， 记 为 y,(k)。 因 此 ， 有 3k) 二 ya(k) 十 y,(k)， 即 系统 的 完 
全 响应 y(k) 为 零 输 入 响应 ys (k) 与 零 状态 响应 ys (局 之 和 


2.4.2 经 典 法 SN 


























如 果 单 答 入 单 输出 的 线性 时 不 变 系统 的 激励 为 /(k)， 其 全 响应 为 y(k) ， 那 么 描述 该 
系统 激励 /(k) 与 响应 党 同和 nn 阶 常 系数 线性 差分 方程 ， 可 以 写 为 





yk) taiy (kT Ns» taoy(k—n) 竺 DALCR) 二 + bo f (km) (2 -98) 
与 微分 方程 经 典 解 类 似 ，yCkY 二 y(k) 十 yA 7 
齐 次 解 : 由 特征 根 袖 定 。 Se 
特 解 : 由 方 各 中 激 大 信号 的 形式 确定 。 
齐 次 方程 
i =0 (2 -99) 
特征 方程 : 
as 十 war-1 十 … 十 as-irrerD 十 aur-" 一 0 
或 
ar 十 ai 十 … 十 air 十 o 一 0 (2-100) 


特征 方程 的 根 称 为 特征 根 ， 有 个 特征 根 x(i 二 1，2，…，n)。 根 据 特 征 根 的 不 同 
情况 ， 章 次 解 具有 不 同形 式 。 


齐 次 解 的 具体 求法 如 下 。 
(1) 当 特 征 根 是 不 等 的 实 根 m， 疡 ，…,。 六 时 ， 齐 次 解 的 形式 为 
oa(R) 一 Ci 十 C 寺 十 十 Cr (3103 

(2) 当 特 征 根 是 重 实 根 r 时 ， 章 次 解 的 形式 为 

3 加 (有 ) 一 Ci 天 十 Cek 夫 十 … 十 Co 天 (2=102) 
(3) 当 特 征 根 是 共 斩 复 根 .二 a 土 5 二 pe*% 时 ， 齐 次 解 的 形式 为 

yh(k)=Cip: cos kt Csp' sin AD (2—103) 
特 解 的 具体 求法 如 下 。 


根据 激励 信号 的 形式 确定 特 解 的 形式 ,例如 
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了 (k) 二 a* (a 不 是 特征 根 ) 全 ww[ 一 Ao 
f(k) 二 a* (a 是 特征 根 ) 字 yp[LA 一 Ake 
(RD) 一 如 全 [一 AN" 十 AR 十 … 十 AR 十 An。 
f(R)=ap" Sy [Lk]=at (CAR' 十 AR 十 … 十 AR 十 A) 
例 2.21 系统 方程 y(k) 十 4y(k 一 1) 十 4y(k 一 2) 二 A(k), 已 知 初始 条 件 >(0) 一 0， 
y(1) 二 一 1; 激励 1/(4) = 二 2*，k 宇 0。 求 方程 的 全 解 。 
解 ” 特 征 方 程 为 


(2 一 104) 


入 十 4A 十 4 一 0 
可 解 得 特征 根 二 4, 二 一 2， 其 齐 次 解 
办 (人 一 (CR 十 Ci )( 一 2 , 
yw (hk)=P(2), kD 
代入 题 中 差分 方程 得 2 
P(2) +4P(2)"! FAB(2) := /(k) 一 2 
解 得 二 1/4， 所 以 得 特 解 x 
$k E27 , p20 








故 全 解 为 











yk) = ty =(C f+C, )C H2:-:，k>0 
代入 初始 条 件 解 得 < 


2.4.3 线性 时 不 变 册 散 系统 的 零 输入 败 应 


当 系统 的 输入 激励 为 零 时 ， 仅 由 系统 的 初始 状态 引起 的 响应 称 为 零 输 入 响应 ， 用 
ya(k) 表 示 。 

零 输入 响应 的 求法 ， 当 激励 为 零 时 ， 式 (2 - 98) 右 端 为 零 。 根 据 齐 次 方程 的 特征 根 写 
出 齐 次 解 的 形式 ， 再 由 初始 状态 可 确定 零 输 入 响应 。 

齐 次 解 形式 : C (X)*，C 由 初始 状态 定 ( 相 当 于 0- 的 条 件 ) 。 

例 2.22 若 描述 某 离散 系统 的 差分 方程 为 

y(k)+3y(k—1)+2y(k—2)=f(k)+f(k—1) (2108) 

已 知 f(k) 二 (一 2)*e (k)， 初始 条 件 y(0) 王 y(1) 二 0. 求 该 系统 的 零 输入 响应 。 

解 ” 零 输入 响应 yi(k)， 即 当 f(4) 二 0 时 的 解 ， 应 满足 方程 








y(k)+3y(k—1)+2y(k—2)=0 (2—106) 
特征 根 为 习 十 34 十 2 二 0 的 根 ， 即 和 二 一 2, hs 二 一 1。 
零 状态 响应 可 写 为 
ya(k)=C, (一 2) 十 C (—1)* (= 其 


根据 初始 条 件 ， 利 用 和 迭 代 法 求 得 >( 一 1) ，y( 一 2)， 式 (2-105) 可 写 为 


(一 2) 一 一 方 y() 一 也 y(k 一 1) 十 广 /(k) 十 方 / (k 一 1) 























解 得 >( 一 1) 三 一 1/2，y( 一 2) 王 5/4， 代 人 式 (2- 107) 中 ， 可 求 得 
全 三 一 冰 G2 
所 以 零 输入 响应 为 
ya(k)=—3 (—2):+2 (—1)* 


2.4.4 线性 时 不 变 离散 系统 的 零 状态 响应 


当 系 统 的 初始 状态 为 零 时 ， 仅 由 激励 所 产生 的 系统 输出 称 为 零 状态 响应 ， 记 为 Ce) 。 
初始 状态 为 0， 即 ww (一 1) 一 (一 2) 一 … 一 0。 在 零 状态 下 ， 式 (2- 98) 仍 是 非 齐 次 方程 。 
零 状态 响应 的 求法 : 齐 次 解 十 特 解 。 
例 2.23 离散 系统 方程 为 
YR)+3yCR—1)+2y(k—2) fu) 
已 知 激励 (8) = 二 2+:,k 宇 9， 初始 状态 y( 一 1)==0， TCR 求 系统 的 零 输入 响应 、 零 
状态 响应 ， 以 及 全 响应 。 
解 (1)y;(k) 满 足 方程 
yuk) 43ya Ch IEys Ck— 2)=0 
ya(—1)=y( A > yi(—2) =y(—2) =1/2 
首先 递 推 求 出 初始 值 y; (0)， yD 
ot —3y,(k—D) 3 04— 2) 
, Yib0) 3ya( 一 DD 二 a 2) 1 
We D-NY 2yi(—1)=3 
a 2 解 为 半 
(有 一 CN 一 1 十 Ca( 一 2) 





,不 二 












































将 初始 值 代入 ， 潮解 得 
Ca 一 1 Cu 一 一 2 
ya(k)=(—1)* —2(—2):, k>0 
(2) 零 状 态 响应 y,,(k) 满 足 
ya (k)+3ya(k—1)+2y Ck—2) =/(k) 
ya(—1)=yx(—2) =0 








递 推 求 初始 值 wx (0) ,yy (1): 
yu(R) 一 一 3yw (一 1) 一 2y。(A 一 2) 十 24，A>0 
ya (0) 3ya(—1)—2y,(—2)+1 =1 
yl1) 3y(0)—2y.(—1)+2 1 
分 别 求 出 齐 次 解 和 特 解 ， 得 
(CA 一 CC 一 1 十 CC 一 2 十 weCE) 
一 Cs (一 1) 十 Ca (一 2)* 十 (1/3)2* 























代入 初始 值 求 得 
Cu 一 一 1/3 ，Cu 一 1 
yu (有 一 一 (一 1D) /3+(—2)* +(1/3)2:, k>0 
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(3) 全 响应 为 
yk)=ys(k) + yk) 
(1)* 一 2( 一 2)* 一 (一 1)*/3 十 (一 2)* 十 (1/3)2+，k 宕 0 








2.5 离散 系统 的 单位 序列 响应 


单位 序列 定义 为 
5 一 | ee (2-108) 


它 只 在 k=0 处 取 值 为 1， 而 在 其 余 各 点 均 为 零 ， 如 图 2.15(a) 所 示 。 单 位 序列 也 称 为 单位 
样 值 (或 采样 ) 序 列 或 单位 脉冲 序列 。 它 是 离散 系统 分 析 中 缀 简单 的 ， 也 是 最 重要 的 序列 之 
一 。 它 在 离散 时 间 系 统 中 的 作用 类 似 于 冲 激 函数 5Cz) 在 连续 时 间 系 统 中 的 作用 ,因此 在 不 
致 发 生 误解 的 情况 下 也 可 称 其 为 单位 冲 激 序 列 。, 但 是 作为 连续 时 间 信号 的 8(0) 可 理解 为 
脉 宽 趋 近 于 零 ， 幅 度 趋 于 无 限 大 的 信号 ; 而 离散 时 间 信 号 SA)， 其 幅度 在 人 一 0 时 为 有 限 
值 ， 其 值 为 1。 














如 6(ki), 
S 4 | 
Ne 
1 A -3-2-1012 13k 
K (b) 
, 图 2.15 (kK) 与 6(k 一 站 的 图 形 
若 将 6(k) 平 移 i 位， 如 图 2. 15(b) 所 示 ( 图 中 i 二 0)， 得 
df (1, k=i 
6(k—) = (2—109) 
0, kz¥i 
由 于 6(k 一 站 只 在 二 i 时 其 值 为 1， 而 取 其 他 值 时 为 零 ， 故 有 
fkR—D)= fk—i) (2-110) 
式 (2-110) 也 可 称 为 6(k) 的 采样 性 质 。 
单位 阶 跃 序列 定义 为 
el (2-111) 
全 A>0 





它 在 0 的 各 点 为 零 , 在 k 宇 0 的 各 点 为 1， 如 图 2. 16(a) 所 示 。 它 类 似 于 连续 时 间 信 和 号 
中 的 单位 阶 跃 信 号 s(t) 。 但 应 注意 , s(1) 在 :一 0 处 发 生 跃 变 ， 在 此 点 常常 不 予定 义 ( 或 定 
义 为 1/2); 而 单位 阶 跃 信 号 s(A) 在 人 一 0 处 定义 为 1 。 

车 将 e(k) 平 移 i 位 ,得 





adef (0, ki 
= 《2 一 112) 
1，& 二 ii 


如 图 2. 16(b) 所 示 ( 图 中 一 0) 。 














(月 | 
1 
A WD RR Sep 
中 0 1 i 


-32=-10 x 3 <= ’ 不 
(a) (b) 
图 2.16 s() 与 s(k 一 i) 的 图 形 
车 有 序列 
2:, k>2 
FR)= 
{o. k=2 


那么 ， 利 用 移 位 的 阶 跃 序 列 可 将 f(k) 表 示 为 
/(k)=2e(k—2) : 
不 难看 出 ， 单 位 序列 6(k) 与 单位 阶 跃 序 列 e(k) 之 间 的 关系 是 
0(k) =e(k)etk 1) (2—113) 
AT 
Dy, 60) (2-114) 


妆 ;一 人 时， Jj 一 0， 故 式 (2 -114) 可 写 为 


el 有 = 
式 中 ,， 令 ;=k 一 j， 则 当 ;= 一 时 X 

ek) 3 30 一 > = 之 34 一 刀 
即 e(k) 也 可 写 为 X 









So (2-115) 


当 线性 时 不 变 离散 系统 的 激励 为 单位 序列 8(k) 时 ， 系 统 的 零 状态 响应 称 为 单位 序列 响应 
(或 单位 样 值 响应 、 单 位 采样 响应 )， 用 h(k) 表 示 。 它 的 作用 与 连续 系统 中 的 冲 激 响 应 (4) 相 
类 似 。 求 解 系统 的 单位 序列 响应 可 用 求解 差分 方程 法 。 

由 于 单位 序列 8(4) 仅 在 k==0 处 等 于 1， 而 在 人 >0 时 为 零 ， 因 而 在 人 >0 时 ， 系 统 的 单 
位 序列 响应 与 该 系统 的 零 输 入 响应 的 函数 形式 相同 。 这 样 就 将 求 单位 序列 响应 的 问题 转化 
为 求 差分 方程 齐 次 解 的 问题 ， 而 ==0 处 的 值 h(0) 可 按 零 状态 的 条 件 由 差分 方程 确定 。 

例 2.24 若 离 散 系统 的 差分 方程 为 

y(k)—0.5y(k—1)=f(k), k=0 (2—116) 
求 系统 的 单位 序列 响应 h(8) 。 
解 单位 序列 响应 1(&) 满 足 方程 
h(k)—0. 5h(k—1)=6(k), k=0 (二 了 人 仿 
对 于 因果 系统 ， 有 8( 一 1) 一 0 一 /j( 一 1) 王 0， 由 迭 代 法 .有 
h(0)=6(0) 二 0. 5h(—1)=1 十 0=1 
h(1)=6(1) 二 0. 5h(0)==0 十 0. 5X1=0.5 
h(2)=6(2) 二 0. 5h(1)==0 十 0. 5X0.5=0. 5 























和 迭代 法 求 系统 的 单位 脉冲 响应 不 易 得 出 解析 形式 的 解 - 为 了 能 够 给 出 解析 解 ， 等 
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效 初始 条 件 法 。 对 于 因果 系统 ， 单 位 序列 瞬时 作用 后 ,其 输入 变 为 0， 此 时 描述 系统 的 差分 
方程 为 齐 次 方程 ， 而 单位 序列 对 系统 的 瞬时 作用 则 转化 为 系统 的 等 效 初始 条 件 ， 这 样 就 将 问 
题 转化 为 求解 齐 次 方程 ， 由 此 即 可 得 到 h(k) 的 解析 解 。 单 位 脉冲 序列 的 等 效 初始 条 件 可 以 根 
据 差分 方程 的 零 状 态 条 件 y( 一 1) 王 0. …，y( 一 站 一 0 递 推 求 出 。 下 面 举例 说 明 这 种 方法 。 
例 2.25 若 离散 时 间 系 统 的 差分 方程 为 
y(R) 十 3y(R 一 1) 十 2y(R 一 2) 一 太 R) (2-118) 
求 系统 的 单位 序列 响应 h(k)。 
解 单位 序列 响应 h(k) 满 足 方程 
六 (&) 十 31(R 一 1) 十 21(R 一 2) 一 SCR) (2-119) 
(1) 求 等 效 初始 条 件 。 
由 大 (一 1) 一 六 (一 2) 一 0 可 推出 等 效 初始 条 件 
有 (0)=6(0)—3h(—1)- a- 2)—1 
h(1D=001)—3h(0) 2A 1) =—3 
选择 初始 条 件 的 基本 原则 是 必须 将 (A) 的 作 几 体现 在 科 始 冶 条 件 中 。 
(2) 求 方程 的 齐 次 解 。 
特征 根 为 rl 一 一 1， 疡 一 一 2， 设计 次 解 为 
友和 GT (—1)*+C, (—2): 
代入 等 效 初始 条 件 ， 得 C BO 因此 ， 系 统 的 单位 序列 响应 为 

















A)=—(—1): PE2):, p>0 (2-120) 
例 2. 26 忆 知 其 散 时 间 系统 的 差分 方程 
SA yA) —yk DY2y(k— 2)=f(&) C2- 121) 


求 单位 序列 响 记 JWXAD 。 
解 根据 hk) 的 定义 有 
hl(k)—h(k—1)—2h(k—2) =6(k) 
h(—1) =h(—2) =0 
(1) 递 推 求 初始 值 h(0) 和 (1)。 
h(k)=h(k—1)+2h(k—2)+o(k) 
h(0)=h(—1)+2h(—2)+6(0) 
h(1)=h(0)+2h(—1)+6(1) =1 











(2) 求 h(k)。 
对 于 & 二 0，A(A) 满 足 齐 次 方程 
hk)—h(k—1)—2h(k—2) 一 0 














特征 方程 
Q+1D)Q—2) =0 
h(k)=C(—1)*+C2(2):, k>0 
h(0)=C+C=1, h(1)=—C1+2C,=1 
解 得 


Gs G=2/3 











hk) 一 (1/3)( 一 1) +(2/3)(2)*, k>0 











或 写 为 
hk) = [(1/3)( 一 1) +(2/3)(2):] eC(k) (2=122) 
例 2.27 离散 时 间 系 统 方程 为 
yk)—y(k—1)—2y(k—2)=f(R)— fk—2) (2 —123) 
求 单位 序列 响应 h(k)。 
解 h(k) 满 足 
h(k)—h(k—1)—2h(k—2)=0(k)—6(k—2) (2=124) 
令 只 有 6(k) 作 用 时 ,系统 的 单位 序列 响应 h,(k)， 它 满足 
hh (有 一 请 Ck—1)—2h (一 2) 寺 SG) (2-125) 
根据 线性 时 不 变性 ， YA 


h(k)=h Ck) —hi (一 2) <\ 


= [(1/3)(—1)* 二 (2/3)(2)*] e(kNS Fa 一 DT 人 


当 线 性 时 不 变 离散 系统 的 激励 为 单位 阶 跃 序 列 eCk) 时 ， 系 统 的 零 状态 响应 称 为 单位 阶 
跃 响应 或 阶 路 响应 ,用 g(A) 表 示 。 若 已 知 系统 的 差分 方程 ,那么 利用 经 典 法 可 以 求 得 系 
统 的 单位 阶 跃 响应 g(k&)。 此 外 < 由 式 (2 一 114)、 式 (2 二 115) 可 知 


je e(k—2) 


i 
CAe = 2 60) De)) (2 -126) 


若 已 知 系统 的 茸 位 序列 响应 h() ,根据 TI 系统 的 线性 性 质 和 移 位 不 变性 ， 系 统 的 
阶 获 响 应 为 和 


g(k) = pe = > 一 六 C= 127) 
类 似 地 ， 由 于 四 和 
6(k) =e(k)—e(k—1) (2 -128) 
车 已 知 系统 的 阶 跃 响应 为 gs(k)， 那么 系统 的 单位 序列 响应 为 
N(R)=g(k)—g(k—1) (2 —129) 


2.6 序列 卷 积 和 


本 节 讨 论 线性 时 不 变 离散 系统 对 任意 输入 的 零 状态 响应 。 离 散 时 间 信 号 卷 积 和 是 计算 
离散 时 间 线 性 时 不 变 系 统 零 状态 响应 的 有 力 工具 ， 同 连续 时 间 信 号 卷 积 积 分 一 样 重要 ， 下 
面 将 详细 介绍 卷 积 和 的 计算 与 性 质 。 


2.6.1 卷 积 和 的 定义 


在 连续 时 间 线性 时 不 变 系 统 中 将 激励 信号 分 解 为 一 系列 冲 激 函 数 ， 求 出 各 冲 激 函 数 单 
独 作用 于 系统 时 的 冲 激 响 应 ， 然 后 将 这 些 响应 相 加 就 得 到 系统 对 于 该 激励 信号 的 零 状 态 响 
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应 。 这 个 相 加 的 过 程 表现 为 求 卷 积 积分 。 在 线性 时 不 变 离 散 系统 中 ， 可 用 与 上 述 大 致 相同 的 
方法 进行 分 析 。 由 于 离散 信号 本 身 是 一 个 序列 ， 因 此 ， 激 励 信号 分 解 为 单位 序列 的 工作 很 容 
易 完 成 。 如 果 系 统 的 单位 序列 响应 为 已 知 ， 那 么 也 不 难 求 得 这 个 单位 序列 单独 作用 于 系统 的 
响应 。 将 这 些 响 应 相 加 就 得 到 系统 对 于 该 激励 信号 的 零 状 态 响 应 ， 这 个 相 加 过 程 表现 为 求 郑 



































积 和 。 
1. 序列 的 时 域 分 解 
任意 离散 时 间 序 列 f(&) (一 …， 一 2， 一 1，0，1，2，…)， 如 图 2.17 所 示 ， 可 以 
表示 为 
f= … 十 太一 1D6(R 十 1) 十 7(0O)6C) + FDOR— 1) + fk— 2) 
十 十 D6 一 站 十 … 
(2 -130) 
= > /foi) 
A ~A2) 
A-D) Pip JU 
9XO) | a 
,St> | | 
M0 1 Ki 
\ 一 图 2.17 “离散 时 间 序 列 
2. 任意 序列 作用 下 的 零 状态 响应 


线性 时 不 变 系 统 对 于 任何 激励 的 零 状态 响应 是 激励 /(4) 与 系统 单位 序列 响应 (8) 的 
卷 积 和 ， 其 求解 过 程 如 图 2. 18 所 示 。 








yuk) = DFONR—) = fk) hk) (2-131) 
AD 
6(A 月 (定义 ) 
6(k-m) | h(k-m) (时 不 变性 ) 
Am)o(k-m) ! Am)h(k-m) ”( 齐 次 性 ) 
立 Mooskm |。 于 MonMEm( 和 加 必 ) 
* ! “WW 
RRO(R) RO*h(R) 
U ， 
AD : (0 


图 2.18 零 状态 响应 的 求解 基本 过 程 











JAD) = BD AD RD) (2—132) 
为 fi(k) 和 fs(k) 的 卷 积 和 ， 简称 卷 积 ， 记 为 
fk)= fk) * 万 (R) (2 -133) 


注意 ; 求 和 是 在 虚设 的 变量 i 下 进行 的 ,i 为 求 和 变量 , & 为 参 变量 。 结果 仍 为 的 
函数 。 


2.6.2 卷 积 和 的 图 解 


本 计算 卷 积 和 时 ， 正 确 地 选 定 参 变 量 上 的 适用 区 域 以 及 确定 响应 的 求 和 
上 限 和 下 限 是 十 分 关键 的 步 又， 这 可 借 坊 于 作 图 的 方法 解决 。 作 图 法 也 是 
加 求 简单 序列 卷 积 和 的 有 效 方法 -。 
【 卷 积 的 过 程 】 


用 作 图 法 计算 序列 有 (如 与 了 (8) 的 卷 积 和 的 步 又 如 下 。 
(1) 换 元 : 上 换 为 i 一 得 f1(i)， 记 ( 诊 。 
(2) 反 转 平移 :， 由 f;( 让 反 转 YC 一 丫 右 移 k 一 f,(k 一 i 让。 
(3) 乘积 : f1() fi(k 一 De 
(4) 求 和 : i 从 一 到 如 对 乘积 项 求 和 。 
注意 :为 参 变量 。 
下 面 举 例 说 明 卷 积 和 的 计算 方法 。 
例 2.28 “有 两 个 序列 


hw k=0, 1, 2 
- 0， 其 余 
Pop= 们 k=0, 1, 2, 3 
0， 其 余 


求 二 序列 的 卷 积 和 f(k)==f)(k) * f,(k)。 
解 ” 将 序列 fi1(k)、fs(k) 的 自 变量 换 为 i， 序列 户 (D 和 f,( 丫 的 图 形 如 图 2. 19(a) 和 























图 2.19(b) 所 示 。 将 f;( 让 反 转 后 ,得 f;( 一 i)， 如 图 2. 19(c) 所 示 。 
JAD AD AD 
3 
| 
1 1 .1 
ee 国 图 国 芭 得 全 
| J or 
(a) (b) (9 


图 2.19 例 2.28 图 


由 于 f1()、f:(k) 都 是 因果 信号 ,可 逐次 令 k 二 …， 一 1 0 1， 2，…， 计算 乘积 ， 
并 求 各 乘积 之 和 。 其 计算 过 程 如 图 2. 20 所 示 。 
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AI 

















图 2. 20、 例 2. 28 卷 积 和 的 计算 过 程 





当 A<0 时 
JE) = fi (kyxYak) 一 0 


当 k= 二 0 时 
f(0) = BD ANBAREO—i) = £1(0)f.(0) =1 
当 k= 二 1 时 


f(D= pe ee = 万 (0) 关 (1 十 万 (1) 10) 三 3 
如 此 ， 依 次 可 得 
f62)=f160)f2(2)+ fi (1) fC)+f (2)f:(0)=6 
f 3)=f160)f2(3)+ fC1) fa (2)+ Ff (2) fa(1)+f1(3)f2(0)=6 
计算 结果 如 图 2. 20 所 示 。 
2.6.3 卷 积 和 的 列表 法 
利用 下 述 列表 法 计算 卷 积 和 更 加 简便 。 


回 池 各 回 
设 两 个 /(4) 和 有 h(k) 都 是 因果 序列 ， 则 其 卷 积 和 为 
i 3 
Yk) 一 fh) 一 Bf) hlk—n)k0 Be 
【序列 卷 各 和】 
当 上 = 二 0 时 


y(0)=/(0)h(0) 
当 k& 二 1 时 











yD)=/OOROD+A DO) 


当 k=2 时 


y(2)=f DROID RD +A OG2) 


列表 法 : 将 h(k) 的 值 顺序 排 成 一 行 ， 将 /(&) 的 值 顺序 排 成 一 
入 相应 /(%) 与 h(k) 的 乘积 。 不 难看 出 ， 对 角 斜 线 上 各 数值 就 是 /(x)h(n 一 k) 的 值 ， 对 角 
可用 (一 店 的 序号 k 一 i 之 
如 图 2. 21 所 示 。 


斜 线 上 各 数值 的 和 就 是 y(k) 各 项 的 值 ， 求 和 符号 内 Fi 的 序号 ;与 
和 恰好 等 于 。 值 得 注意 的 是 ,列表 法 只 适用 于 两 个 有 限 长 序列 的 卷 积 ， 


于 是 可 以 求 出 y(k)= {(y(0)，y(1)，y(2)，…)}。 
(0) AD h(2) h(3) 





/OO | FOuD)™ ONMD FO OAG) 





/OF FO /OD (40) YN) i 


7 | TCMO TCD 一 TO 












fh) 





/G6) | /OO /GW FO /GG) 





图 2.21 求 郑 积 和 的 序列 阵 表 
例 2.29 计算 天 (kD) 和 hk) 的 卷 积 和 ,其 中 





f= (1, 2, OB 2}, hk)= {1, 4, 2, 3). 
解 ”根据 列表 法 有 图 2.22， 所 以 
y(k)= {1, 6, 10, 10, 20, 14, 13, 6} 
列表 法 适用 于 有 限 长 序列 卷 积 ，y,. (4k) 的 元 素 个 数 如 何 求 ? 
了 (序列 ; nl 硅 k 和 ns 
用 ( 刀 序 列 ; n; 夺 kn， 
则 yw.(A) 序 列 : (十 3 ) 夺 k(n 十 ) 
(2) Ct f(0) f(1) 7102) 
1 和 0 3 六 
AhCD 1 De Do OM Be 
Nh(0) 4 | 4 8 0 8 


AD 2 区 4 


nN2) 3 3 6 0 RR 


2.22 列表 法 求解 例 2. 29 用 表 





列 ， 行 与 列 的 交叉 点 记 








例如 ，/(k): 0 过 k 三 3 4 个 元 素 
h(k): 0k4 5 个 元 素 
ya(k): 0<R<7 8 个 元 素 


2.6.4 卷 积 和 的 性 质 


表 2-5 归纳 了 卷 积 和 的 主要 性 质 , 设 fk) = 广 (@* 户 (AD) = 2) 万 (o) 户 (一 mm) 。 


表 2-5 卷 积 和 的 主要 性 质 











性 质 性 质 内 容 
代数 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 ” 分 配 律 
卷 积 和 的 差分 VLfi CR * fa(k)] = [Vfi (kd x FR)=f CR * [v 户 (6] 





>) 1 Cm) x fm)] = > om) # fa(k) = 万 (AD) xx ) 3 (m) 
关 积 和 的 差分 、 困 加 | 。 和 "00] 一 RY]+/ NED fb] 





注意 : 前 担 条 件 /1( 一 =) 一 /:( 一 =) 一 0 





SA # fa Ck—ka)= fk hk) # fa(k) 








卷 积 和 的 延迟 
AN SN) fk oh)=/ (kk Ook) 
1. S 所 < 下 > 
Sr YOUR) OR) = /RY VRR) #6 (k—ko ) =/(k—ko) 
奇异 信号 卷 积 和 x YE 
Se ,人 ~— VU eR) = D>) Hom 
E \ 一 
1 ~ ek) x eCk)=(k+Deck) 





常用 信号 卷 积 和 | 
例 2.30 复合 系统 中 hh (k) 二 e (k), hs(k) 二 el(k 一 5), 求 复合 系统 的 单位 序列 响 
应 h(k)。 





2.23 例 2.30 复合 系统 示意 图 


解 根据 h(k) 的 定义 ， 有 
hk)=LOCR) 关 hk)—OCR) x ho(k) J* hk) 
一 [LA CA) 一 is CR) J* hlk) 
=h(k) ¥ (Rk)—ho(k)* hlk) 
=e(k) * e(k)—e(k—5) x*e(k) 
(k+l)e(k)—(k+1—5)e(k—5) 
(k+le(k)—(k—4)e(k—5) 


























例 2.31 用 位 移 特性 计算 /CA) 和 AR) 的 卷 各 和， 其 中 
Ce) 一 {1, 0, 2, 4}, h(k)= (1, 4, 5, 3} 
解 7) 可 用 单位 序列 表示 为 
JE) 一 SG 十 2) 十 28(R) 十 46( 一 1) 








利用 位 移 特性 














fkR)*h(k)={0(k+2)+20(k) +46(R—1)} * h(k) 
=h(k+2)+2h(k)+4h(k—1) 


yk)=f(k) #h(k)= {1, 4, 7, 15,126、 26，12} 
小 . 绪 |- 
本 章 首先 介绍 了 如 何 使 用 经 典 时 域 分 析 方 法 求解 连续 时 间 线性 时 不 变 系统 零 输入 几 
应 、 零 状态 响应 ， 以 及 全 响应 ， 引 入 所 证 激 响应 概念 ， 并 利用 卷 积 积分 求解 连续 时 间 线性 
时 不 变 系统 的 零 状态 响应 ， 然 后 介绍 了 如 何 使 用 经 典 时 域 分 析 方法 求解 离散 时 间 线性 时 不 
变 系统 的 零 输入 响应 、 零 状态 响应 。 以 及 全 响应 ; 汪 头 子 单 位 序列 响应 概念 ， 并 利用 卷 积 
和 求解 离散 时 间 线性 时 不 变 系统 的 零 状态 响应 8 
AN 人 习 - 题 二 


NN 





2.1 已 知 描述 系统 的 微分 方程 和 初始 状态 如 下 ， 试 求 其 零 输 入 响应 。 

(1) y+5y (+6y(2)=f0), y(0-)=1, y (0-)=—1 

(2) y (D+2Yy (iD 十 5y(t) 一 GD)，y(0-) 一 2，y(0-) 一 一 2 

(3) yD+2Yy Dy)=f0), y(0-)=2, y (0-)=1 

2.2 已 知 描述 系统 的 微分 方程 和 初始 状态 如 下 ， 试 求 其 0- 初始 值 。 

(1) y+3y (0) 十 2y(0) 一 GD)，y(0-) 王 1，y (0-)=1, f()=e() 

(2) YO +AY +3y = +A, y(0-)=2, y'(0- )=—2, f(t)=6(1) 

2.3 已 知 描述 系统 的 微分 方程 和 初始 状态 如 下 , 试 求 其 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 和 
完全 响应 。 

(1) y+4y (D3y)=f0), y(0-)=y (0-)=1, f(t)=e(t) 

(2) YD +2Y D+2y) = 0), y(0-)=0, y (0-)=1, f(1)=e(t) 

2.4 ”如 图 2. 24 所 示 的 电路 , L 二 0.2H,， C= 二 1F，R==0. 5Q， 输 出 为 iL.(4), 求 其 冲 激 
响应 和 阶 跃 响应 。 

2.5 描述 系统 的 方程 为 











y+2y = 0 —f0) 
求 其 冲 激 响应 和 阶 跃 响应 。 

















图 2.24 题 2.4 图 
2.6 各 函数 波形 如 图 2. 25 所 示 ， 试 求 下 列 卷 积 。 并 画 出 波形 图 。 





(1) f1(2) * f2(2) (2) fir) fs (3) f1(2) * fa(t) * f; (1) 
/0 /il /0 
蛋 .| of 1" 
“A \ 
0 人 2 0 2 如 -10 1 t 


图 2. 25、 题 2-6 图 


2.7 求 下 列 函数 的 卷 积 积分 f1 0) 对 户 (2) 。 

(1) 户 (O 一 (0D， 户 (一 eCONAN (2) f(D)=f.()=e ed) 

(3) f1 (1)=te(t), fi(t)=e (1) (4) fi (Dte(t—1), fi(t)=e(t+3) 

2.8 已 知 有 1(0)=weC0 f(D)=e(D) el 来 yD)=f1 (0D) x f(t—1) #0 (1—2)。 

2.9 某 线性 时 不 变 系统 的 输入 信号 (17 和 其 零 状态 响应 yw (7) 的 波形 如 图 2. 26 
所 示 。 T 








JAD yal?) 
1 1 


上 人 和 人 3 


图 2.26 题 2.9 图 


(1) 求 该 系统 的 冲 激 响 应 At) 。 
(2) 用 积分 器 、 加 法 器 和 延 时 器 (T 一 1s) 构 成 该 系统 。 
2. 10 试 求 图 2. 27 所 示 系 统 的 冲 激 响应 。 


MD 








图 2.27 题 2.10 图 
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2.11 如 图 2.28 所 示 的 系统 ， 它 由 几 个 子 系统 组 合 而 成 ， 各 个 子 系统 的 冲 激 响 应 分 别 为 
h,(1)=6(1—1) 
hs,(t)=e(t)—e(t—3) 
求 复合 系统 的 冲 激 响应 (7) 。 





0 





() 
hD) nD 2 








图 2.28 题 2.11 图 


2.12 如 图 2. 29 所 示 的 系统 ， 它 由 几 个 子 系统 所 组 成 ， 各 子 系统 的 冲 激 响应 分 别 为 
h(1) 二 e(X《 积 分 器 ) 
j (1 地 人 1 二 1)( 单 位 延 时 ) 
ha 四 二 一 6(1) ( 倒 相 器 ) 


求 复合 系统 的 冲 激 响应 。 








, + 
+ 
"| h(n) | -| hi(D) -| h(t) 


图 2.29 题 2.12 图 





2.13 求 下 列 齐 次 差分 方程 的 解 。 
(1) y(&)—0. 5y(4—1)=0, y(0)=1 
(2) yy +3yk—1)=0, y(1)=1 
2. 14 求 下 列 差分 方程 所 描述 的 线性 时 不 变 离散 系统 的 零 输 入 响应 。 
(1) y(R) 十 3y(R 一 1) 十 2y(R 一 2) 一 大) 
y(—1)=0, y(—2)=1 
(2) yl(k) Ty(k—2)= f(R—2) 
y(—1)=—2, y(—2)=—1 
2.15 求 下 列 差 分 方程 所 描述 的 线性 时 不 变 离散 系统 的 零 输入 响应 、 零 状态 响应 和 全 
响应 。 
(1) y(£)—2y(k—1)=f(&) 
fk)=2eCk), y(—1)=—1 








人 
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(2) yk)+2yk—1)=/(k) 
Fi) 一 (3K 二 4)e(E) ，y( 一 1) 一 一 1 

2.16 求 下 列 差分 方程 所 描述 的 离散 系统 的 单位 序列 响应 。 

(1) y(R)+2y(k—1)=/f(k—1) 











(2) CD 二 yG 一 D 十 二 YL 一 2) 一 7 


2.17 求 图 2. 30 所 示 系 统 的 单位 序列 响应 。 














图 2.30“ 题 2.17 图 


2.18 几 个 序列 的 图 形 如 图 2.31: 所 示 ， 求 下 列 卷 积 和 。 
(1) f1(k) x fs(k) (2 a 8) x fs(k) (3) (fa(k)—f1(k)) * filk) 


JAD AD 1 AD 





图 2.31 题 2.18 图 


2.19 求 图 2. 32 所 示 系 统 的 单位 序列 响应 和 阶 跃 响应 。 





A Oe 
1/2 


图 2.32 题 2.19 图 





2.20 图 2.33 所 示 离散 系统 由 两 个 子 系统 级 联 组 成 . 已 知 hh (4) 一 2eos 全， 


ha(k) 二 are (k)， 激励 /(k) 二 6(k) 一 a6(k 一 1)， 求 该 系统 的 零 状态 响应 y,.(k)。( 提 示 : 利 
用 卷 积 和 的 结合 律 和 交换 律 可 以 简化 运算 ) 
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图 2.33 题 2.20 图 





2.21 图 2.34 所 示 的 复合 系统 由 3 个 子 系统 组 成 ,它们 的 单位 序列 响应 分 别 为 
hi1(k) 二 e(k) ,hs(k) 二 e(k 一 5), 求 符合 系统 的 单位 序列 响应 。 


A 








图 2.34 题 2.21 图 





第 器 章 
傅 里 叶 变 换 与 系统 的 
频 域 分 析 


在 连续 时 间 系 统 的 时 域 分 析 中 ,讨论 了 以 冲 激 函 教 为 基本 信号 ， 将 任意 输入 信号 分 解 为 
一 系列 冲 激 函数 的 登 加 ， 从 而 系统 的 替 状 态 响 应 等 于 输入 信号 与 系统 冲 激 响应 的 卷 积 积分 。 


本 章 主 要 讨论 连续 传 里 叶 变 找 和 连续 系统 的 频 域 分 析 ， 将 以 正弦 函数 或 虚 指数 函数 
ei“ 为 基本 信和 号， 任意 输入 信和 可 分 解 为 一 系列 未 同 频率 的 正弦 函数 或 虚 指数 函数 之 和 (对 


于 周期 信号 ) 或 积分 (对 于 非 周期 信号 ) 。 系 统 分 析 使 用 的 独立 变量 是 频率 ( 角 频 率 )， 故 称 
为 频 域 分 析 ( 或 传 墨 叶 分 析 ) 。 

1822 年 ,法 \ 国 数学 家 傅 里 叶 (]. Fourier，1768 一 1830) 在 研究 热传导 理论 时 发 表 了 
《 热 的 分 析 理 论 )》， 提 出 并 证 明了 将 周期 函数 展开 为 正弦 级 数 的 原理 ， 黄 定 了 傅 里 时 级 数 的 
理论 基础 。 经 过 一 百 多 年 的 研究 ， 频 域 分 析 法 已 经 成 为 信号 分 析 与 系统 设计 不 可 缺少 的 重 
要 工具 。 它 不 仅 应 用 于 电子 工程 及 无 线 电 技术 领域 之 中 ， 而 且 在 物理 学 、 声 学 、 光 学 、 结 
构 动 力学 、 数 论 、 组 合 数学 、 概 率 论 、 统 计 学 、 信 号 处 理 、 密 码 学 、 海 洋 学 、 通 信 等 领域 
也 都 有 着 广泛 的 应 用 。 


a) 
急 y 教学 要 求 

掌握 传 里 叶 系 数 的 计算 方法 ; 了 解 周期 信号 的 奇偶 性 、 谐 波 性 与 全 里 叶 系 数 的 关系 。 
熟 记 常用 信号 的 傅 里 叶 变 换 ;， 深入 理解 博 里 叶 变 换 的 主要 性 质 ; 理解 采样 定理 ; 掌握 从 采 
样 信号 中 不 失真 地 恢复 原 信号 的 条 件 ; 理解 幅 频 特性 及 相 频 特性 的 意义 、 冲 激 响应 与 频 响 
前 数 的 关系 ; 理解 不 失真 传输 条 件 的 含义 。 

外 

急 y 重点 与 难点 

1. 周期 信号 

(1) 傅 里 叶 级 数 。 








(2) 周期 信号 的 频谱 。 

(3) 周期 信号 的 功率 。 

2. 非 周期 信和 号 

(1) 傅 里 叶 变换 。 

(2) 傅 里 叶 变换 的 性 质 。 

(3) 周期 信号 传 里 叶 变 换 。 

(4) 采样 定理 。 

3. 线性 时 不 变 系 统 的 频 域 分 析 
(1) 幅 频 特性 及 相 频 特性 的 求法 。 
(2) 理解 不 失真 传输 条 件 的 含义 。 


3.1 信号 在 正 交 西 数 集中 的 分 角 


如 同 空间 矢量 可 以 分 解 为 正 交 矢 量 ， 在 偿 号 室 间 也 可 以 找到 若干 个 相互 正 交 的 基本 信 
号 ,使 得 信号 空间 中 任意 信号 均 可 表示 成 它们 的 线性 组 合 。 


3.1.1 正 交 函数 集 XA- 
定义 在 (4 ，4; ) 区 间 的 两 个 函数 wm (0 和 gD) 训 著 满足 两 两 数 的 内 积 为 0， 即 
| [a edd 0 


则 称 gi(D 和 gC(D 礁 区 间 (44，4s) 内 正 痰 。 正 交 是 直观 概念 中 秋 直 的 推广 ， 垂直 一 般 而 言 
是 正 交 在 几何 学 中 的 反映 。 简单 起 见 ， 天 数 正 交 也 可 以 理解 为 函数 之 间 有 垂直 的 关系 。 

车 nn 个 函数 gi()，gs(1)，…，g, (4) 构成 一 个 函数 集 ， 当 这 些 函 数 在 区 间 (44， 4) 内 
满足 

ooonoao {R20 (3-1) 

式 中 ，K, 为 常数 ， 则 称 此 函数 集 为 在 区 间 (4,， 4; ) 的 正 交 函数 集 。 在 区 间 (4 ，4s ) 内 相互 
正 交 的 n 个 函数 构成 正 交 信号 空间 。 

如 果 在 正 交 函 数 集 {g1(4)，gs (1)，…，g,(1)) 之 外 ， 不 存在 函数 pg(4) (天 0) 满 足 


opou = 0 i = 2 (3-2) 
和 


则 称 此 函数 集 为 完备 正 交 函 数 集 。 
三 角 函 数 集 {1，cos Qt，cos 2024，…*，cos mt …，sin 人 4，sin 200，…，sin nQt,，…} 在 


区 间 (4, w+) (T= 加 内 是 完备 的 正 交 本 数 集 。 这 是 因为 


0,m 关 nn 














wo+T 
| cos mftcos nQtdt 一 于 ,m=n 关 0 (3=3) 


T,m=n=0 





第 3 章 ” 傅 里 叶 变 换 与 系统 的 频 域 分 析 








A 0.m 关 nn 
| sin mftsinnQtdt = IT (3 一 4) 
四 "mm 二 nn 天 0 
2 
tT 
| sin micos nQ4dt 二 0, 对 所 有 的 mw 入 (=57 


即 三 角 函 数 集 满足 式 (3 -1)， 因 而 是 正 交 函 数 集 。 至 于 其 完备 性 这 里 不 进行 讨论 。 
集合 {sin Qt，sin 20t，:…，sin iniQt，…} 在 区 间 (4， ++ 了) (T= 加 ) 内 也 是 正 交 本 


数 集 ， 但 它 不 是 完备 的 ， 因 为 还 有 许多 函数 ， 如 cos Q1，cos 2Q1，… 也 与 此 集合 中 的 函数 
正 交 。 
如 果 是 复 函 数 集 ， 正 交 是 指 若 复 函 数 集 {fp (1)，i 二 1，2，…,，n} 在 区 间 (44，4 ) 内 满足 
Joe (Dd = ee (3-6) 
则 称 此 复 丙 数 集 为 正 交 两 数 集 。 式 中 ，gy; (1) 为 函数 gy (4) 的 共 罗 复数 。 
由 欧 拉 公式 可 知 虚 指 数 函数 和 集 Me n=0, 土 1, 土 2, …} 在 区 间 


(6, 4 二 了) (一 竹内 也 构成 完备 的 焉 突 丽 数 集 。 它 在 区 间 (4， 4 十 了) 内 请 足 


| 一 








w+ 了 +T 0.m 关 nn 
| ea (ekow Vd = | ead = (3-7) 
罗 全 站 (o> Tm=n 


此 外 ， 活 尔 什 (Walshj 函数 集 、 小 波 (Wai@lsD 丙 数 集 也 可 构成 完备 的 正 交 机 数 集 。 
3.1. 2 信号 的 正 交 分 解 > 

设 n 个 函数 YCD)，gps(1)，…，g( 信 在 区 间 (41，4s) 构 成 一 个 正 交 函 数 空间 将 任意 
函数 /(1) 用 这 个 正 交 函 数 的 线性 组 合 来 近似 ,可 表示 为 

f(D Cg +Cp(D) + t+ Cg.) = Sen (3-8) 

这 里 的 问题 是 ， 如 何 选择 各 系数 C, 使 (2) 与 近似 函数 之 间 误 差 在 区 间 (4，4 ) 内 为 最 
小 ， 即 取得 最 佳 近似 。 这 里 的 “误差 最 小 ”不 是 指 平均 误差 最 小 ， 因 为 在 平均 误差 最 小 其 
至 为 零 时 ， 也 可 能 有 较 大 的 正 误差 和 负 误 差 在 平均 过 程 中 相互 抵消 以致 不 能 正确 反映 两 
函数 的 近似 程度 。 通 常 选择 误差 的 均 方 值 ( 或 称 方 均值 、 均 方 误差 ) 最 小 。 均 方 值 用 符号 
表示 ， 



































切 二 上 [fF — cpa (3-9) 
在 j= 二 1，2,，…，, i, …。n 中 ,为 求 得 使 均 方 误差 最 小 的 第 i 个 系数 C;， 必须 使 
3 续 = 旋 VO -Do Fa = 汉 (3 -10) 


展开 式 (3- 10) 中 的 被 积 函 数 并 求 导 。 因 为 序号 不 同 的 正 交 函数 相 乘 的 各 项 ， 其 积分 
为 零 ， 而 且 所 有 不 包含 C; 的 各 项 对 C; 求 导 也 等 于 零 ， 所 以 式 (3 -10) 中 只 有 两 项 不 为 零 ， 
写 为 














-9 [2cf0) gp) 4+ Cp jd =0 
弛 | 9 pi (Dd 





交换 微分 与 积分 次 序 得 
—2 | /pat 2 [ga =。 
于 是 求 得 系数 
六 rd 
C= 去 :COw CO)dt (3-11) 
eeod et 
式 中 
K; = [ga 从 (3-12) 
式 (3 -11) 就 是 满足 最 小 均 方 误差 条 件 下 ， 式 (S38) 中 各 系数 C, 的 求解 式 。 此 时 ， 
CO) 能 获得 最 佳 近似 。 AT- 


将 按 式 (3 -11) 求 得 的 系数 C; 代入 式 (39) 得 最 佳 近似 条 件 下 的 均 方 值 为 
= 和 a | UDO 


三 I p+ Do ga a3o hoo] 


考虑 到 下 罗 (Ddr 一 KXC 三 直上 /pcOW， 得 












SN Pe 7 二 (fa F Scrk, 56] 
= 一- 二 (fru Dor,] 
利用 式 (3 -13) 可 直接 求 得 在 给 定 项 数 条 件 下 的 最 小 均 方 值 。 
由 式 (3 -13) 可 见 ， 在 用 正 交 函 数 去 近似 f(1) 时 ， 所 取 的 项 数 越 多 ， 即 n 越 大 ， 则 均 
方 误差 越 小 。 当 mn 一 oo 时 (为 完备 正 交 函 数 集 ),e 二 0。 此 时 有 








(3-13) 


ff = DCK, (3-14) 
式 (3 -14) 称 为 帕 斯 瓦 尔 (Parseval) 方 程 。 | 
如 果 信 号 f(z) 是 电压 或 电流 ， 那 么 式 (3 - 14) 等 号 左 端 是 信号 在 (2 ,已 ) 区 间 的 能 量 ， 
等 号 右 端 是 在 (， 心 ) 区 间 各 正 交 分 量 的 能 量 之 和 。 式 (3- 14) 表 明 : 在 区 间 (t,，t; ) 信 号 
了 (4) 所 含 能 量 恒 等 于 /(4) 在 完备 正 交 函 数 集中 分 解 的 各 正 交 分 量 能 量 的 总 和 。 
这 样 ， 当 >co 时 ， 式 (3 -8) 可 写 为 








f(D = > Copi(G) (3-15) 
即 函 数 ji) 在 区 间 (5， 志 ) 可 分 解 为 无 穷 多 项 正 交 函 数 之 和 。 








| 。。 第 境 ， 傅 里 叶 变 换 与 系统 的 频 成 分 析 作 








3.2 周期 信号 的 傅 里 时 级 数 








由 3. 1 节 中 式 (3-15) 可 知 ， 周 期 信号 f(4) 在 区 间 (4,， 4 十 全) 可 以 展开 成 在 完备 正 交 
函数 空间 中 的 无 穷 级 数 。 如 果 完 备 的 正 交 函 数 集 是 三 角 函 数 集 或 指数 函数 集 ， 那 么 ,周期 
信号 所 展开 成 的 无 穷 级 数 就 分 别称 为 “三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 ” 或 “指数 形式 的 傅 里 叶 级 
数 "， 统 称 傅 里 叶 级 数 。 

需要 指出 ， 只 有 当 周 期 信号 满足 犹 里 赫 利 (Dirichlet) 条件， 即 在 一 个 。” 国 冲 向 回 

将 记 























周期 内 满足 以 下 两 点 。 
(1) 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 。 
(2) 只 有 有 限 个 极 大 值 或 极 小 值 点 。 [二 
这 样 才 能 展开 成 传 里 时 级 数 。 一 般 来 说 ， 实 际 工程 中 所 使 用 的 周期 信 。 的 起 源 】 

号 都 满足 狄 里 赫 利 条 件 ， 均 可 展 为 传 里 时 级 数 。 


3.2.1 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 




















设 周期 信号 /(0)， 其 周期 为 TV 角 频 率 0 一 符 ， 若 满足 狱 里 赫 利 条 件 ，、【 三 角 伟 里 叶 








级 数 】 
则 Po 可 分 解 为 如 下 三 角 丙 数 形式 的 傅 里 叶 级 数 。 
GD 一 至 十 akoSot 十 cos 201 守 和 二 bsin Qt 十 bysin 2Q1 十 … 
(3-16) 
= 全 acos nl 十 Db,sin nt 
i st 
式 (3 -16) 中 的 系数 a, 和 b, 称 为 傅 里 叶 系 数 ， 其 计算 公式 分 别 为 
了 
a, 一 时 | rooeos 70tdt, 7 一 0,1.2,… Cm 
工 
b= | fsin nQidis n= 1.2,°* (3-18) 


式 中 ,了 为 /0) 的 周期 ，O 一 到 为 /() 的 角 频 率 。 式 (3 - 17) 和 式 (3 - 18) 中 的 积分 上 下 限 


也 可 取 0 到 了。 积分 上 下 限 是 取 一 寺 到 亏 还 是 0 到 了， 可 根据 /(1) 的 函数 形式 (或 波形 ) 以 
怎样 求解 系数 简便 来 确定 。 由 式 (3-17) 和 式 (3-18) 可 见 ， 傅 里 叶 系 数 w 和 以 都 是 关于 
(或 nQ) 的 函数 。 其 中 ,a, 是 关于 nn( 或 nQ) 的 偶 函 数 ， 即 a-, = 二 a,; 而 久 是 关于 n( 或 nQ) 
的 奇 函 数 ， 即 六 ,一 一 六 

将 式 (3 -16) 中 同 频率 的 余弦 丽 数 项 和 正弦 机 数 项 合并 为 带 有 初 相位 的 余弦 函数 项 ， 
则 三 角形 式 的 传 里 叶 级 数 可 改写 为 如 下 形式 


f0) = 4 + Aicos((¥ + 91) + Ascos (2 十 me ) 十 … 








L919 


入 十 DA,cosnQt 十 9,) 
a=1 











Ao=ao 


A,= Vaith;, n=1, 2, (3 -20) 


a 罗 ] 
pn ed 


反 过 来 ， 如 将 式 (3 - 19) 的 形式 化 为 式 (3- 16)， 则 又 可 得 


ao 一 从 
au 一 Acos or，7 一 1，2， -| C9.=21 
b=—A,sin Zr 

由 式 (3 - 20) 可 见 ，A, 是 关于 (或 nQ) 的 偶 函 数 ， 即 A-, 二 A,; 而 yp 是 关于 n 
(或 nQ) 的 奇 函 数 ， 即 p-, 一 一 名。 ,入 

式 (3 -19) 是 傅 里 叶 级 数 三 角 函数 形式 的 另 一 种 表 东 式 、 它 表 明 任 何 满足 狄 里 赫 利 条 
件 的 周期 信号 可 以 分 角 为 直流 和 许多 余 至 分 基 之 和 :其 中 第 一 项 全 是 常数 项 ， 它 是 周期 信 
号 / (4) 中 所 包含 的 直流 分 量 ,也 是 Cj 在 一 个 周期 内 的 平均 值 ， 式 中 第 二 项 
Aicos (Qt 十 pi ) 称 为 基 波 或 一 次 谐 波 .“ 它 的 角 频 率 与 原 周期 信号 相同 ; 式 中 第 三 项 
Ascos (2Q1 十 ps ) 称 为 二 次 谐 波 ， 它 的 朋 闫 率 是 基 波 角 频 率 的 两 倍 ; 依 此 类 推 . 还 有 三 次 、 
四 次 、…… 谐 波 。 一 般 而 言 ,Axsos (n0z 十 gr ) 称 为 加 次 谐 波 。 式 (3 - 19) 表 明 ， 周 期 信号 
可 以 分 解 为 各 次 谐 波 分 量 之 和 (直流 分 量 可 看 成 是 零 次 谐 波 ) 。 

例 3.1 将 图 3,1 所 示 的 周期 方 波 信号 了 (展开 为 传 里 叶 级 数 。 











图 3.1 例 3.1 图 


解 ” 由 图 可 知 ， 该 周期 信号 /C7) 的 周期 为 了 一 2x(s)， 角 频率 0 一 罕 =1(rad/s)。 根 
据 式 (3 -17) 和 式 (3 -18) 可 得 


人 
an 一 [feeos ntdt 








= 1 (= 1)*'eos wd+ 二 | » cosntdt 
Ts no 

TD 

[一 sin nt ]_. + [sin nt] 


= 0(n=0,.1,2,..…) 




















六 一 冯 | roosinnotd 
i 四 号 
二 一 (一 1)。sin ztdt 十 一 | 1. sinntdt 
区 JJ 一 = no 
ER i 
3 [eos nt1== ee [一 cos nt]。 
二 
arl! cosnx] 
2 0.n = 2,4,6,.° 
一 二 [1 一 (一 1)"] = 4 
一 ,n= 1,3,5 


代入 式 (3 -16) 可 得 ，f(4) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 











DO= 二 [sn t+ 诗 sin 3 十 言 sin(B4+ 字 sin 71 二 …] (3-22) 
由 此 可 知 它 上 只 会 一 、 三 、 五 、*…… 奇 次 谐 波 分 量 , -其 各 分 量 如 图 3. 2 所 示 。 
Se 
下 
@b 委 小 tb) 基 波 + 三 次 谐 波 
oP 
国 上 





i 
【 谐 波 的 动画 】 





(0) 基 波 + 三 次 谐 波 + 五 次 谐 波 。 (d) 基 波 二 三 次 谐 波 + 五 次 谐 波 + 七 次 谐 波 
图 3,2 方 波 的 谐 波 友 加 过 程 

图 3.2 画 出 了 用 各 次 谐 波 释 加 合成 图 3. 1 所 示 周 期 方 波 的 过 程 情况 。 由 图 3. 2 可 见 
所 用 谐 波 分 量 越 多 ,合成 波形 越 接 近 于 原 方 波 信 号 。 还 可 以 看 出 ， 频 率 较 低 的 谐 波 其 振幅 
较 大 ,它们 是 组 成 方 波 信号 的 主体 ; 而 频率 较 高 的 高 次 谐 波 振幅 较 小 ， 它 们 主要 影响 合成 
波形 的 陡峭 程度 。 
从 图 3. 2 还 可 以 看 出 如 下 现象 : 合成 波形 所 含 谐 波 分 量 越 多 ， 合 成 波形 中 的 尖峰 越 靠 
近 间 断 点 ,但 尖峰 幅度 并 未 明显 减 小 。 无论 取得 多 大 (只 要 不 是 无 限 大 )， 该 峰值 趋 于 一 
个 常数 ， 约 等 于 跳 变 值 的 8. 95%， 并 从 间断 点 开始 以 起 伏 振 荡 的 形式 逐渐 衰减 下 去 。 这 种 
现象 称 为 吉 伯 斯 (Gibbs) 现 象 。 




















3.2.2 波形 的 对 称 性 与 谐 波 特性 





若 周 期 信号 /2) 的 波形 具有 某 些 对 称 特 性 ， 那么， 其 傅 里 叶 级 数 中 某 些 系数 将 等 于 











零 ， 从 而 其 谐 波 特性 将 变 得 简单 。 波 形 的 对 称 性 有 两 类 。 一 类 是 整 周期 对 称 ， 如 偶 函 数 和 
奇 函 数 ; 另 一 类 是 半 周 期 对 称 ， 如 奇 谐 函数 和 偶 谐 函数 。 前 者 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 中 只 含 
有 余弦 项 或 正弦 项 ; 而 后 者 的 传 里 叶 级 数 展开 式 中 只 含有 奇 次 谐 波 项 或 偶 次 谐 波 项 。 





1. Fi) 为 偶 函 数 


车 函数 /(1) 是 时 间 + 的 偶 函 数 ， 即 /( 一 四 二/(1)， 则 其 波形 关于 纵 坐 标 轴 对 称 ， 如 
图 3. 3 所 示 。 





























A) 





图 3.3 “ 偶 函 数 举例 
当 f(D) 是 1 的 偶 函 数 时 ， 则 式 (3 了 DD、 式 (3 -18) 中 的 被 积 函 数 f(t)cos nQt 是 1 的 偶 
函数 ， 而 /COsin nQ1 是 1 的 奇 函数 当 被 积 函 数 为 偶 函数 时 ， 在 一 edd 
其 在 半 个 周期 内 积分 再 乘 以 2; 而 消 被 积 数 为 奇效 时 ， 在 一 个 周期 内 积分 为 0。 
级 数 中 的 系数 为 


> 时 Ww 

4 | \ 

三 示 (Lt)cosviQ vdi, n = 0,1,2,.°* 
a f cos iQ n pe 


b, =0,n= as 
因此 ， 价 赵 医 的 传 里 时 级 数 中 不 含有 正 纺 分 最 ， 只 可 能 含有 直流 分 量 和 余弦 分 量 。 需 要 
注意 的 是 ， 并 不 是 所 有 的 偶 函 数 都 存在 直流 分 量 。 波 形 是 否 含有 直流 分 量 可 以 从 波形 直观 地 
判断 ,以 横 坐 标 轴 为 界 ， 其 波形 的 上 下 面积 车 相等 ， 则 无 直流 分 量 ， 否 则 有 直流 分 量 。 


2. /(1) 为 奇 函 数 





车 函数 Fi) 是 时 间 : 的 奇 函 数 ， 即 f( 一 四 三 一 f(t)， 则 其 波形 关于 原点 对 称 ， 如 
图 3.4 所 示 。 


/0 








图 3.4 奇 函数 举例 


当 Fi 是 上 的 奇 函数 时 ， 则 式 (3 -17)、 式 (3 -18) 中 的 被 积 函 数 f(z)cos nQz 是 z 的 奇 
函数 ,而 fosin nQt 是 1 的 偶 函 数 。 于 是 ， 级 数 中 的 系数 为 











dr 一 0, 7 一 0.1.2.… 


(3 一 24) 


Be 捅 rosn 将 本 2 
因此 ， 奇 函数 的 傅 里 叶 级 数 中 不 含有 直流 分 量 和 余弦 分 量 ， 只 可 能 含有 正弦 分 量 。 
实际 上 ,任意 函数 /(2) 都 可 以 分 解 为 奇 函 数 和 偶 函 数 两 部 分 ， 即 
f(D=fa(D)) tf dt) 
式 中 ，/ (0) 为 奇 函数 ,满足 /4( 一 四 二 一 f(t)，/.,() 为 偶 函数 ， 满足 [.,( 一 =f. (1)。 
由 于 f( 一 2)=fw( 一 二 +f.,(—t) ful() 十 f(t)， 所 以 有 
pd Ne 

















fault) Ee 


(3—25) 
Pp 62 sal nad 
fer 2 





到 | 











3. 5 所 示 是 一 个 周期 锯齿 波 信号 的 奇 、 偶 函数 分 解 。 
TD 








(b) 分 解 出 的 奇 函 数 





% 





(0) 分 解 出 的 偶 函 数 
图 3.5 锯齿 波 信 号 的 奇 、 偶 函数 分 解 











3. FE 


如 果 函 数 /() 的 波形 沿 时 间 轴 向 左 或 向 右 平移 半 个 周期 后 ， 与 原 波形 相对 于 


) 为 奇 谐 函 数 





时 间 轴 对 





称 ， 即 满足 (十 到) 一 一 7， 如 图 3. 6 所 示 ， 则 称 这 种 函数 为 半 波 对 称 函数 或 奇 谐 


函数 。 








对 于 奇 谐 函 数 ， 其 传 里 叶 


注意 到 


因此 


注意 到 


可 求 出 


同 理 可 求 出 








中 


x 


0 


RS 


图 3.6 亲 请 西数 举人 
系数 为 ”、NAST- 
大 全 皇 | A 3[| soa +| roa] 





Fwd] 


/他 PN Eo 





i +[ 六 ou | fou]= 0 


(3-26) 


站 了 
a» 一 时 [roeos nftdt = 主 [| foeos notd 十 | f(t)cos nQid ] 





=3 [f(T)eos m0 (eT)art | feveos nora] 


cos nf ( 


| 


几 (一 了 }= 一 7 


- 习 - cos nft, n=2, 4, 6,. 
2 es nNts n= 3 Sy * 


0,. n= 2,4,6,.. 


于 | feos nQtdt, 7 一 1,3,5,… 


(3-27) 
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0, n= 2,4.6,.. 
b, = (3—28) 


到 
去 | Feosin oe 








因此 ， 奇 谐 函 数 的 传 里 叶 级 数 中 只 含有 奇 次 谐 波 分 量 ， 而 不 含有 直流 及 偶 次 谐 波 
分 量 。 


4.f(1) 为 偶 谐 画 数 

与 奇 谐 函数 相对 应 ， 如 果 函 数 /(1) 的 波形 沿 时 间 轴 向 左 或 向 右 平移 半 个 周期 后 ,与 原 
波形 完全 重合 ， 即 满足 /二 二 }= 0， 则 称 这 种 函数 为 半 周 期 重 盔 函数 或 偶 谐 函数 。 
偶 谐 函数 的 一 个 例子 是 经 过 全 波 整 流 后 的 电流 ， 如 图 3. 7 所 示 。 





f(D) 


wx 





“¥ 





图 3.7 偶 谐 函 数 举例 


个 谐 丽 数 实际 -上 是 周期 为 也 的 两 数 ， 其 基 波 角 频 率 是 2r/ 工 一 2 至 二 2Q。 因 此 ， 按 


以 了 为 周期 如 以 Q 一 条 为 基 波 角 频 率 进 行 谱 波 分 析 ， 当然 就 不 会 存在 奇 次 谐 波 分 量 。 因 
此 ， 偶 谐 函 数 的 傅 里 叶 级 数 中 只 可 能 含有 直流 分 量 和 偶 次 谐 波 分 量 。 

了 解 了 周期 信号 的 奇 、 偶 性 和 奇 谐 、 偶 谐 等 对 称 性 后 ， 就 可 以 对 一 些 波 形 的 谐 波 分 量 
迅速 地 做 出 判断 ， 并 便于 迅速 计算 出 传 里 叶 系 数 。 

例 3.2 将 图 3.8(a) 所 示 周 期 信号 展开 为 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 。 

解 由 图 3.8(a) 可 以 看 出 Fz) 为 偶 谐 函数 ， 因 此 它 的 傅 里 叶 级 数 中 只 包含 直流 分 量 
与 偶 次 谐 波 分 量 。 并 且 从 图 3. 8(a) 易 观察 发 现 ， 车 将 7(7) 沿 纵 坐标 轴 向 下 平移 二 ( 即 从 








/DD 中 去 掉 直流 分 量 吉 ) 后 ， 便 成 为 图 3.8Cb) 中 的 六 (0)。 很 显然 ， 广 (0) 是 奇 两 数 ， 放 (0) 


的 傅 里 叶 级 数 中 只 包含 正弦 分 量 。 综 合 以 上 分 析 可 知 ，F(z) 的 传 里 叶 级 数 中 只 含有 直流 分 
量 和 偶 次 正弦 分 量 。 易 知 


b=0, n=1, 3, 5, ** 
由 式 (3 -24) 并 应 用 部 分 积分 法 得 











到 
志气 于 | fsin nQtdt 


= 革 [ 攻 过 到 js nd 


I I 
= 业 | Fsin nocd 一 全 上 sin nQidi 





= _ 2 cosnQt 于 
=— nD)+ 寺 0 | 
I 了 
宇 二 Ceosn00| 一 元 和 “cos nQidt+0 
TinQ oo TD 
2 


EE 
nn nn 


故 f(z) 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
f(D)= > : [ 二 sin 20 十 1 sin a ksin 6Q1+ 4 





Bsin 89t 十 …] (3 一 29) 








图 3.8 例 3.2 图 


3.2.3 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 


若 周期 信号 /(4) (周期 为 了， 角 频 率 0 一 容 ) 满 足 狄 里 赫 利 条 件 ， 则 它 也 可 以 展开 成 指 


数 形式 的 傅 里 叶 级 数 。 
指数 形式 的 伟 里 叶 级 数 可 由 三 角形 式 的 传 里 叶 级 数 推出 。 根 据 欧 拉 公 式 
e+te”™ 


008 w=—3— 


2 
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式 (3 -19) 可 以 改写 为 


f(D 一 多 Ty 邻 [averw， 十 erioorry] 
Sl 





TT 去 BD Aem ena' 十 去 DD) A em en 
将 上 式 中 第 三 项 的 mn 用 一 n 代 换 ， 并 考虑 到 A-, 二 A,，g-, 二 一 pg,， 则 上 式 可 写 为 


f0) = hj + 地 DA emera! 十 去 少 ) A_e。eina' 
“=1 “1 





i zh em era' 十 本 4 em ex 
如 将 上 式 中 的 A, 写成 Auen er (其 中 gp, 一 0)， 则 La 
f(D = 到 DA ro (3—30) 
令 复 数量 二 Auew = |F, |e” =F,, 本 为 提 信里 时 系 雪 ， 简称 傅 里 叶 系 数 ， 其 模 为 
| | ， 辐 角 为 mw， WO 
YD) = 之 lo 





a 、 (3=31) 


根据 式 (3 -21)， Re 
En=3 A, (a = 去 (4 tos po 省 jA， sin gu ) = 去 (e， —jb, ) 全 二 过 2 
7 
We 可 得 
于 
F, = 下 Jf 1204d: 一 j 主语 f(Dsin nfQidi 


本 二 
= 于 站 roceos mt 一 jsin nfQt) dt 43-33) 


I 
车 [fered, nn 二 0; 土 1; 士 24** 


同样 地 ， 式 (3-33) 中 的 积分 上 下 限 也 可 以 取 0 到了。 
由 式 (3 -32) 还 可 求 得 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 和 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 系数 之 间 的 
关系 
Fo 一 Au/2 王 ao/2 


(3-34) 


= 
gr —=arctan se 


由 式 (3 一 34) 可 见 ，| 下 , | 是 关于 n( 或 nQ) 的 偶 函数 即 |F_, | 二 |F, |; 而 w 是 关于 
(或 nQ) 的 奇 函数 ,， 即 9_, 王 一 gp,。 














式 (3-31) 表 明 ， 任 意 周期 信号 可 分 解 为 许多 不 同 频率 的 虚 指数 信号 (e"”' ) 之 和 ， 其 各 
分 量 的 复 振幅 为 F,。 
例 3.3 求 图 3. 9 所 示 周 期 信号 的 指数 形式 傅 里 叶 级 数 。 


TD 








sin(x?) 


1 
Fy - 
= = O 2 3 


ts 





图 3.9 例 3.3 图 


解 由 图 可 知 ， 该 周期 信号 的 周期 了 一 2s， 角 频 举 Q 二 条 一 (rad/s)， 目 有 
sin rt oxo 

CD 一 CC 一 

四 <t<0 


根据 式 (3 -33)， 可 得 


人 fC)e de 


| f (te ™ dix 
| sin (re ™d 
1 


= 天 ,n=0, 土 1, 土 2,… 
2r(Lon) ee 








FoD) De 3 se (3 -35) 


3.2.4 周期 信号 的 平均 功率 
周期 信号 一 般 是 功率 信号 ， 其 平均 功率 定义 为 它 在 19 电阻 上 消耗 的 平均 功率 ， 即 
P= 于 | Pod (3-36) 


式 中 ， 积 分 上 下 限 也 可 以 取 0 到 了 。 
将 式 (3 -16) 表 示 的 三 角形 式 的 传 里 叶 级 数 展开 式 代 入 式 (3- 36)， 得 


人 
P= (2+ > (acos 127 + b,sin "20】 dt 《CS 
可 和 "=1 


将 式 (3- 37) 中 的 被 积 函数 展开 ,在 展开 式 中 具有 cos nQt 形式 的 余弦 项 和 具有 sin nQt 形式 的 
正弦 项 ， 在 一 个 周期 内 的 积分 都 等 于 零 ; 具有 cos nQtcos m2 形式 的 项 和 sin nQtsin mf2 形式 
的 项 [参见 式 (3 -3) 和 式 (3 -4)]， 当 x 关 n 时 ， 其 积分 为 零 ， 当 六 一 2 天 0 时 ， 其 积分 值 为 


到 ,具有 cos nQisin mQ 形式 的 项 [参见 式 (3 - 5)]， 其 积分 都 为 零 。 因此 ， 式 (3 - 37) 的 
积分 结果 为 
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P= ($) + ete) (3 -38) 
根据 各 种 形式 的 侍 里 叶 系 数 之 间 的 关系 . 式 (3 -38) 又 可 改写 为 
P= (SS) + is= rl +2 IF.l: = 2 IFl (3 -39) 
式 (3 - 38) 和 式 (3 - 39) 称 为 帕 斯 瓦尔 恒等式 。 它 表明 ， 周 期 信号 的 平均 功率 等 于 其 所 
分 解 出 的 直流 分 量 功率 与 各 次 谐 波 功率 之 和 。 
例 3.4 试 求 周期 信号 K(O 一 1 一 二 cos [至 ,一 至] 十 sin [和 一 至 ] 的 平均 功率 ， 
解 按 式 (3-39) 计 算 7 的 平均 功率 为 


2 1 
P=1:+ x( ] + 二 x 人 (了 32(W) 























3.3 ”周期 信号 的 频谱 


3.3.1 周期 信号 频谱 简介 -. 


如 前 所 述 ， 任 意 满足 狄 里 赫 利 条 件 的 周期 信号 均 可 展开 为 式 (3 - 16) 和 式 (3 - 19) 所 示 
的 三 角形 式 的 伟 里 叶 级 数 ， 或 式 (3 - 31) 所 示 的 指数 形式 的 传 里 叶 级 数 。 这 样 的 一 种 数学 
表示 式 ， 虽 然 能 完整 而 准确 地 表示 信号 分 解 的 结果 ， 但 往往 不 够 直观 ， 不 能 一 目 了 然 。 为 
了 能 既 方 便 义 直观 地 表示 一 个 信号 中 禽 有 哪些 频率 分 量 、 各 分 量 所 占 的 比重 怎样 ， 就 需要 
采用 一 种 称 为 频谱 图 的 表示 方法 。 从 广义 上 说 ， 信 号 的 某 种 特征 量 随 信号 频率 变化 的 关系 
称 为 信号 的 频谱 ， 所 画 出 的 图 形 就 称 为 信号 的 频谱 图 。 

周期 信号 的 频谱 是 指 周期 信号 中 各 分 量 的 幅 值 、 相 位 随 频率 的 变化 关系 。 根 据 式 (3 - 19) 
所 示 的 傅 里 叶 级 数 的 三 角形 式 将 各 次 谐 波 的 振幅 A, 与 w 的 关系 和 各 次 谐 波 的 初 相 角 yo, 与 
w 的 关系 分 别 画 在 以 w 为 横 轴 的 平面 上 得 到 的 两 个 线 图 ， 如 图 3.10(a)、 图 3. 10(c) 所 示 ， 
分 别称 为 幅度 频谱 图 (简称 幅度 谱 ) 和 相位 频谱 图 (简称 相位 谱 )。 图 中 每 条 竖 线 代表 该 频率 
分 量 的 幅度 或 初 相 角 ， 称 为 谱 线 。 在 幅度 谱 中 ,连接 各 谱 线 顶点 的 曲线 (如 图 中 虚线 所 
示 ) 称 为 包 络 线 ， 它 反映 了 各 分 量 幅度 随 频率 变化 的 情况 。 因为 "之 0， 所 以 称 这 种 频谱 
为 单 边 谱 。 

类 似 地 ， 也 可 按 式 (3 - 31) 所 示 的 传 里 叶 级 数 的 指数 形式 ， 将 各 虚 指数 函数 的 幅度 
| ,| 与 的 关系 和 各 虚 指 数 函 数 的 初 相 角 p, 与 w 的 关系 画 在 以 w 为 横 轴 的 平面 上 ， 如 
图 3. 10(b) .图 3. 10(d) 所 示 ， 巾 于 一 c" 玫 mw<c= ， 所 以 分 别称 为 双边 幅度 谱 和 双边 相位 谱 。 
在 双边 谱 图 中 ,由 于 |F, | 是 关于 的 偶 函数 ，y, 是 关于 n 的 奇 函 数 ， 所 以 双边 幅度 谱 呈 
偶 对 称 ， 而 双边 相位 谱 呈 奇 对 称 。 由 于 F, 一 般 是 复 函数 ， 所 以 这 种 频谱 也 称 为 复数 频谱 
(简称 复 频谱 )。 实 际 上 ， 若 F, 为 实数 ,那么 也 可 用 F, 的 正 负 来 表示 相位 为 0 或 « 而 直接 
画 F, 与 w 的 关系 ,即将 幅度 谱 和 相位 谱 画 在 一 张 图 上 (图 3. 14)。 
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(a) 单 边 幅 度 谱 
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(b) 双边 幅度 谱 
2s | | | | | 
2) 30 | 10g 
(©) 单 边 相 位 谱 
【采样 信号 的 频谱 】 wih 


| | 


(qd) 双边 相位 谱 








图 3.10 周期 信号 的 频谱 图 示 








例 3.5 周期 信号 /CO 一 1 yeos [到 至 ) + 二 sn (到 #)， 试 求 该 周期 信号 的 


基 波 周期 了 、 基 波 角 频率 2， 并 画 出 它 的 单 边 频谱 图 
解 首先 按 式 (3- 19) 将 FzD) 改 写成 傅 里 时 级 数 三 角形 式 的 标准 式 ， 即 











GD 一 1+ eos (于 一 t+ Feo: : (¥ 人 3 (3—40) 
显然 ，1 是 该 信号 的 直流 分 量 。 去 cos (至 /+ Se 7 一 8s， cos (村 一 等 ] 的 周 
期 T,==6s， 所 以 f(7) 的 周期 = 二 24s， 基 波 角 频率 Q 一 2r/T 一 x/12(rad/s) 。 











由 此 可 画 出 如 图 3. 11 所 示 的 /(7) 的 单 边 幅度 谱 、 单 边 相 位 谱 。 





0 无 返 更 还 流 
2 泊 4 3 于 
(a) 单 边 幅度 谱 (b) 单 边 相位 谱 


图 3.11 例 3.5 图 
例 3.6 试 画 出 周期 信号 f(4)=1 十 sin wt 二 2c6s ot 十 cos {2dt 王 ] 的 双边 频谱 


图 。 ~ 
解 将 /oO) 根 据 欧 拉 公式 整理 成 式 (3 =3 雹 所 示 的 傅 里 叶 级 数 指数 形式 的 标准 式 ， 即 





f(D) =1+ 二 Ce tS +e ) 十 e (wet 


EA i i 证 
=1+ (11 让 ) 二 二 叶 寺 Dr i 
EY 














a ,Em 号 
(3-41) 
由 此 可 知 
Bl, Fo (I+) 1 Fl 
下 = Fs 一 计 e 
故 F(z) 的 双边 幅度 谱 、 双 边 相 位 谱 如 图 3. 12 所 示 。 
到 Pp 
0.25x 
05 2 0.15x | 
1 1 | 人 20 O 
0 -0 0 ow 20 0 | w |0 | 2% 
-0.15x 
-0.25x 
(a) 双边 幅度 谱 (b) 双边 相位 谱 


图 3.12 例 3.6 图 


通过 例 3. 5 和 例 3. 6 可 以 看 出 ， 任 何 周期 信号 的 频谱 都 具有 如 下 特点 。 
(1) 离散 性 : 谱 线 是 离散 的 而 不 是 连续 的 ， 这 种 频谱 称 为 离散 频谱 。 
(2) 谐 波 性 : 谱 线 只 出 现在 基 波 角 频 率 2 的 整数 倍 上 。 











(3) 收敛 性 : 幅度 谱 的 谱 线 高 度 随 着 n 一 而 逐渐 衰减 为 零 。 


3.3.2 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 
周期 矩形 脉冲 信号 是 一 种 典型 的 周期 信号 ， 其 频谱 分 析 应 用 广泛 。 下面 以 它 为 例 来 具 
体 讨论 周期 信号 频谱 的 特点 。 设 周期 矩形 脉冲 信号 (2) 的 幅度 为 1， 脉冲 宽度 为 rc， 周期 


为 工 ， 如 图 3. 13 所 示 。 























回 直 & 回 
六 全 
回 
【 传 里 叶 时 域 
尺度 变换 】 图 3.13 周期 矩形 脉冲 信号 
根据 式 (3 -33) 可 以 求 得 其 复 傅 里 叶 系 数 
r Ss 
村 2 -por dy 和 FF i 
% 区 的 dt 元 Ee dt Tn | 
| nf2e i nf2r ih zz (3-42) 
i z 和 
示 -家 -下 1 二 2 
2 T 
若 令 
Sa(z) = (3 -43) 


称 其 为 采样 函数 ， 可 知 Sa(z) 是 关于 z 的 偶 函 数 ， 当 zx 一 0 时 ，Sa(z) 王 1。 
四 (3 -44) 


引入 采样 函数 后 ， 式 (3 -42) 可 以 写 为 
we Te farz 
ps (ee) Fs)n0, 1 aa 

由 于 F, 为 实数 ， 因 此 可 将 幅度 谱 与 相位 谱 合 画 成 一 个 频谱 图 。 图 3. 14 画 出 了 T 一 5r 











的 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 。 
到 


ial— 





i 4 | -汪汪 
TT 中 229 aa TT a 加 
T 下 





工 


图 3.14 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 {T 一 5r) 
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从 图 3. 14 所 示 的 频谱 图 中 可 以 看 出 以 下 特点 。 
(1) 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 具有 一 般 周期 信号 频谱 的 特点 。 它 们 的 频谱 都 是 离散 
的 ， 谱 线 只 出 现在 基 波 角 频 率 2 的 整数 倍 角 频率 ( 即 各 次 谐 波 角 频 率 ) 上 ; 相 邻 谱 线 的 间隔 


为 0( 一 至 )， 与 周期 工 成 反比 ， 工 越 大 ， 谱 线 越 密集 ， 反 之 越 稀 朴 ， 谱 线 高 度 (各 次 谐 波 
的 振幅 ) 具 有 收敛 性 ， 总 趋势 减 小 ， 当 谐 波 次 数 无 限 增 大 时 ， 谱 线 高 度 将 趋 近 于 无 穷 小 。 
(2) 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 ， 其 各 谱 线 的 幅度 包 络 线 按 采样 函数 Sa 人 守 ) 的 规律 变 


化 。 在 密 一 mx(m 一 十 1， 士 2，…) 各 处 ， 即 一 2 下 的 各 处 ， 包 络 为 零 。 


(3) 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 ， 角 频率 w 从 0 到 第 一 个 零点 之 间 ， 或 任意 两 个 相 邻 零 
点 之 问 的 谱 线 数 目 是 由 信号 的 脉 宽 和 周期 的 比值 来 决定 的 :> 图 3. 14 所 示 的 频谱 对 应 的 是 





T=5r 时 的 情况 。 由 于 w= 笠 是 第 一 个 零点 处 的 角 频 举 ,\ 而 站 邻 谱 线 的 间隔 9 一 于， 所 以 
2x 入. ED 
角 频 率 久 在 [0， 竺 |] 之 间 共有 于 一 十 一 5. 个 庶 线 间隔 ，6 根 谱 线 。 因 此 可 以 推出 ， 若 "一 


工 ， 则 角 频 率 w 从 0 到 第 一 个 零点 之 间或 在 意 两 个 相 邻 零点 之 间 (包含 两 个 边界 频率 点 ) 的 


谱 线 数 目 就 为 n+1。 >< 

(04) 周期 矩形 脉冲 信号 的 频谱 包含 无 穷 多 条 谱 线 。 也 就 是 说 ， 它 可 以 分 解 成 无 穷 多 个 
频率 分 其。 由 于 各 分 基 的 幅度 随 频 率 的 增高 而 减 小 ， 它 的 主要 能 基 ( 平 均 功率 ) 集 中 在 第 一 
个 零点 (o 一 中 或 二) 之 内 。 在 允许 二 定 失真 的 条 件 下 ， 只 需 传送 频率 较 低 的 那些 分 量 

















就 够 了 。 通常 将 0<o< 到 (0 二 /< 二) 这 段 频率 范围 称 为 周期 矩形 脉冲 信号 的 频带 宽度 或 
带宽 ， 记 为 B, 或 B,， 有 


(3 一 45) 


(3 一 46) 


由 式 (3 -45) 和 式 (3- 46) 可 知 ， 频 带宽 度 与 脉冲 宽度 = 成 反比 关系 。 这 种 信号 的 频带 
宽度 与 时 间 宽 度 成 反比 的 性 质 称 为 时 频 展 缩 特 性 ， 在 后 面 的 3. 5 节 中 将 更 详细 地 讨论 它 。 

顺便 指出 ， 对 于 其 他 一 般 的 周期 信号 ， 通 常 将 幅度 下 降 为 0. 1 | |, 的 频率 区 间 定 
义 为 频带 宽度 。 

(5) 当 周 期 矩形 脉冲 信号 的 周期 工 一 定 ， 而 脉冲 宽度 r 改变 时 ， 相 邻 谱 线 的 间隔 保持 
不 变 。 脉 冲 宽度 越 窄 ， 第 一 个 零点 处 的 频率 越 高 ， 即 信号 的 带宽 越 宽 ， 两 零点 之 间 的 谱 线 
数目 越 多 ， 并 且 频 谱 的 幅度 也 相应 减 小 。 图 3. 15 画 出 了 周期 相同 、 脉 冲 宽度 不 同 的 矩形 
脉冲 信号 及 其 频谱 。 

(6) 当 周 期 矩形 脉冲 信号 的 脉冲 宽度 t+ 一定， 而 周期 改变 时 ， 谱 线 包 络 线 的 零点 所 
在 位 置 保持 不 变 。 当 周期 增长 时 ， 相 邻 谱 线 的 间隔 将 减 小 ， 频 谱 变 密 ， 频 谱 的 幅度 也 将 相 
应 减 小 。 图 3. 16 画 出 了 脉冲 宽度 相同 、 周 期 不 同 的 矩形 脉冲 信号 及 其 频谱 。 




















如 果 周 期 了 无 限 增长 (这 时 就 成 为 非 周期 信号 )， 那么 ， 相 邻 谱 线 的 间隔 将 趋 近 于 零 ， 各 


频率 分 量 的 幅度 也 将 趋 近 于 无 穷 小 ， 








周期 信号 的 离散 频谱 就 过 渡 为 非 周期 信号 的 连续 频谱 。 
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图 3.15 脉冲 宽度 与 频谱 的 关系 
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信号 周 
到 非 周期 变化 】 


回 示 这 回 


回 
【连续 周期 到 非 周期 】 


谱 线 的 间隔 0= 径 。 


多 


图 3.16 周期 与 频谱 的 关系 


3.4 非 周期 信号 的 频谱 


级 ”3.4.1 傅 里 叶 变换 


当 周 期 矩形 脉冲 信号 的 周期 T 趋 近 于 无 穷 大 时 ， 就 由 周期 信 
号 转化 为 非 周期 信号 。 对 周期 信号 而 言 ， 其 频谱 是 离散 谱 ， 相 邻 





当 周 期 信号 的 周期 了 趋 近 于 无 穷 大 时 ， 相 邻 谱 线 的 间隔 将 趋 了 




















这 时 就 由 周期 信号 的 离散 频谱 变 成 了 非 周期 信号 的 连续 频谱 。 同 时 由 式 (3 - 44) 可 知 ， 





F 无 限 小 ， 
各 频率 分 
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量 的 幅度 也 将 趋 于 无 穷 小 ， 不过， 这些 无 穷 小 量 之 间 相对 大 小 仍 有 区 别 。 这 样 就 不 能 再 用 瑟 , 来 
表示 非 周期 信号 的 频谱 。 为 了 描述 非 周期 信号 的 频谱 特性 ， 有 必要 引入 一 个 新 的 概念 。 令 


FGw = im 和 =limF,T (3 一 47) 
T=1/ 工 


由 式 (3-47) 可 知 ，F(jo) 表 示 单 位 频带 的 复 频谱 ， 因 此 称 下 (jw ) 为 频谱 密度 函数 ， 这 就 如 
同 将 单位 体积 内 的 质量 定义 为 物体 的 质量 密度 一 样 。 
由 式 (3 -33) 和 式 (3 - 31) 可 得 











到 
下 了 = | /era (3 一 48) 


GD = >) FiTeia: (3 -49) 


下 

了 

考虑 到 当 周期 T-=c= ，O- 无 穷 小 , 故 9 可 记 为 dw。 和 nax 迷 由 于 Q 一 无 穷 小 
nQ 由 离散 变量 变 成 了 连续 变量 ， 可 记 为 。， 同 时 求 和 转变 为 积分 。 于 是 ， 式 (3 -48) 和 
式 (3 -49) 变 成 ‘A 


性 
Fjw) = limkk,T = 「 /Wewd (3—50) 


一 


di 


AS FOwye dw (3-51) 


式 (3 - 50) 称 为 傅 里 叶 正 变换 (积分 )， 式 (3 - 54 称 为 伟 里 时 道 变换 ( 道 变换 )， 两 式 合 称 为 
傅 里 叶 变 换 对 ， 它 们 也 可 简 记 为 


IW IF (jw) (3 -52) 

或 \ 
F(jw)= F[/(0)] (3-53) 
Fo) = FTF(jo)] (3-54) 


F(jow) 称 为 Fo) 的 傅 里 叶 变换 ，FO 称 为 F(jw) 的 傅 里 叶 逆 变换 或 原 函 数 。 式 (3 - 51) 表 明 ， 
非 周期 信号 可 看 作 是 由 众多 不 同 频率 的 虚 指数 分 量 e” 所 组 成 的 。 

如 果 上 述 变 换 中 的 自 变 量 不 用 角 频 率 w 而 用 频率 ,根据 w 王 2rF， 式 (3-50) 和 
式 (3 -51) 可 写 为 


FGjP) 三 | f (em dt (3—55) 
def 
f0) 二 | FCOwer df (3—56) 
一 般 地 ， 频 谱 密 度 函 数 下 (jw) 是 关于 w 的 复 函 数 ， 它 可 写 为 
F(jw)= |FGw)|e"™ (3-57) 


，| F(jia)| 是 频谱 密度 函数 的 模 ， 它 表示 信号 /(z) 中 各 频率 分 量 的 相对 大 小 。 而 由 
式 (3 - 51) 可 知 ， 各 频率 分 量 的 实际 幅度 是 |E ie) |de， 它 是 一 无 穷 小 量 ， 因 此 非 周期 信 


号 的 频谱 不 能 再 用 幅度 表示 ， 而 要 改 用 密度 函数 来 表示 。9p(w) 是 频谱 密度 函数 的 辐 角 ， 
它 表 示 信 号 /(7) 中 各 频率 分 量 的 相位 关系 。 可 以 证 明 ( 见 3.5 节 ), 车 /(z) 是 实 函 数 ， 则 






































|F(jw)| 是 关于 w 的 偶 函数 即 |F( 一 jw)|==|F(jw)|; 而 g(w) 是 关于 w 的 奇 函数 ， 即 
9( 一 w) 二 一 p(w)。 与 周期 信号 的 频谱 类 似 , 将 |F(jio)| 一 o 和 gy (w) 一 w 的 关系 曲线 分 别 
称 为 非 周 期 信号 的 幅度 频谱 图 (简称 幅度 谱 ) 和 相位 频谱 图 (简称 相位 谱 )， 它 们 都 是 角 频 率 
w 的 连续 函数 。 

与 周期 信号 一 样 ， 也 可 将 式 (3 -51) 改 写成 三 角 函 数 形式 ， 即 


#0 = ou BC d= a | Fio) [er gw 








= 去 | [ED leos [ottp(o) dwt 去 | ow etee -toi 


为 |F(jw) | 是 w 的 偶 函数 ,而 g(w) 是 w 的 奇 函数 ， 所 以 上 式 第 一 个 积分 的 被 积 函 数 是 
偶 函 数 ; 第 二 个 积分 的 被 积 函 数 是 奇 函 数 ， 积 分 值 应 为 零 ， 故 有 
f(D) -二 |F(jw) |cos [ov 十 天 的 dw (3-58) 

可 见 ， 非 周期 信号 与 周期 信号 一 样 ， 也 可 以 分 解 为 许多 不 同 频率 的 正 、 余弦 分 量 。 所 
不 同 的 是 ， 自生 十 几 期 体 号 的 周期 煌 十 守 为 和 村 波 角 频率 趋 于 无 穷 小 ， 所 以 它 包 含 了 从 
零 到 无 限 高 的 所 有 频率 分 量 。 

应 当 指出 ， 前 面 推导 信里 叶 变 换 的 过 沪 关 未 遵循 严格 的 数学 步 台 。 实际 上 ， 傅 里 叶 变 
换 需要 满足 一 定 的 条 件 才能 存在 ， 而 这 种 条 件 类 似 于 傅 里 叶 级 数 的 狄 里 赫 利 条 件 。 可 以 证 
明 ， 信 号 /0 的 传 里 叶 变 换 存在 的 充分 条 件 是 在 无 限 区 间 内 绝对 可 积 ， 即 

[ | AD 条 全 (3-59) 

但 这 并 非 必要 条 件 、 当 引 入 广义 函数 的 概念 后 ， 许多 不 满足 绝对 可 积 条 件 的 信号 (如 

周期 信号 、 阶 跃 丽 数 、 -符号 函数 等 ) 基 能 直行 傅 里 时 变换 。 


3.4.2 典型 非 周 期 信号 的 傅 里 叶 变 换 




















1. 和 矩形 脉冲 信号 ( 门 函数 ) 








已 知 矩 形 脉冲 信号 的 表达 式 为 
| il 去 | 
gi(t) = (8-160) 
站 到 
式 中 ，r 为 脉冲 宽度 ， 它 的 傅 里 叶 变 换 为 
/2 a i i 
re) [ea e i 二 二 二 = csa 人 和】 (3-61) 
从 而 
IF(jw)|=r ss( 罕 ) (3-62) 








0， lo < 


9?(w) 一 » 0 1 (3—63) 
和 至 元 2 Ds | < 2) 














因为 (jw) 是 实 函 数 ， 通常 用 一 条 下 (jw) 曲 线 就 能 同时 表示 幅度 频谱 |F(jw)| 和 相位 
频谱 g(w)， 如 图 3. 17 所 示 。 


f(D Fjw) 
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图 3.17 拢 形 脉冲 信号 的 波形 及 频谱 
由 图 3. 17 可 见 ， 虽 然 矩形 脉冲 信号 在 时 域 中 集中 于 有 限 的 范围 内 ， 但 是 它 的 频谱 却 
以 sa[ 罕 ] 的 规律 变化 ， 分 布 在 无 限 宽 的 频率 范围 上 ， 而 其 信号 能 量 则 主要 集中 于 wo 一 0 一 





至 (或 /一 0 一 十 ) 频 率 范围 内 。 因 而 ， 通 常 认为 这 各 信号 占有 频率 范围 ( 即 频带 宽度 )B。 近 
似 为 至 ( 或 B, 近似 为 二 )， 即 
BGSr( 或 B,= 工 ) (3—64) 
T 委 
2. 单 边 指数 函数 
已 知 单 边 指数 信号 的 表达 式 为 
Ny PE , t>0 
ns| (3—65) 
0， 


t=0 
式 中 ,a 二 0, 它 的 健 里 叶 变 换 为 





en | ras En 
F(jw) -| a | a (3.-66) 
从 而 
1 
IF(jw)|= (3-67) 
Va to 
p(w)=—arctan (3—68) 


单 边 指数 信号 的 波形 fF(z) 、 幅 度 谱 | F(jiwo) | 和 相位 谱 g(w) 如 图 3.18 所 示 。 
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图 3.18 单 边 指数 信号 的 波形 及 频谱 











3. 双边 指数 函数 


已 知 双 边 指数 信号 的 表达 式 为 
0 一 er ， 一 co 到 (到 co 
式 中 ，a>0， 它 的 傅 里 叶 变换 为 























RE a 1 i 六 
下 (jw) = 上 | ee d+| ed pr 
从 而 
: _ 2a 
|FGiw|= 3 
98(ow) 一 0 交 
双边 指数 信号 的 波形 f(t)、 频 谱 下 (jw) 如 图 3. 19 所 示 5 
BAG) SN 
和 中 
“图 3. 19 双边 指数 信号 的 波形 及 频谱 
全 冲 激 吉 


利用 冲 激 酌 数 的 采样 性 质 ， 可 得 单位 冲 激 函数 5604) 的 傅 里 叶 变 换 为 
F(jw)= (De™dt=1 








四 


此 ， 这 种 频谱 通常 称 为 “均匀 谱 ” 或 “白色 谱 ”。 
单位 冲 激 函 数 和 它 的 频谱 下 (jw) 如 图 3. 20 所 示 。 








500) Fliw) 
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0| t 中 全 


图 3.20 单位 冲 激 函 数 的 波形 及 频谱 


5. 冲 激 偶 函 数 








利用 冲 激 偶 函数 的 性 质 ， 可 得 冲 激 偶 函数 (2) 的 傅 里 叶 变 换 为 

















(3 一 69) 


(3 一 70) 


《SET 


(5:=9 


(3-73) 


可 见 ， 单 位 冲 激 函数 的 频谱 等 于 常数 ， 也 就 是 说 ， 在 整个 频率 范围 内 频谱 是 均匀 分 布 的 。 
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F(jw)= | SDeY do—— |= jo (3-74) 
同 理 可 得 6” (7) 的 傅 里 叶 变 换 为 
Fo)=| "(Ded = (—1)" er | (jo)" (3-75) 


6. 直流 信号 


有 一 些 信号 不 满足 绝对 可 积 这 一 充分 条 件 ， 如 直流 信号 1、 阶 跃 函数 s(1) 等 ， 但 其 傅 
里 叶 变 换 却 存在 。 这 些 信号 的 传 里 叶 变 换 直接 用 定义 式 不 易 求解 ， 可 通过 下 面 的 方法 来 
可 构造 一 函数 序列 {了 , (1)} 双 近 f(t),， 即 
f(D=limf, ln) / 入 (3-76) 
式 中 ，/, (4) 满 足 绝 对 可 积 条 件 ， 并 且 {f,(D)} 的 传 里 叶 宝 换 所 形成 的 序列 {F, (jio)} 是 极限 
收敛 的 ， 则 可 定义 /(4) 的 传 里 叶 变 换 (jw) 为 一 
Fliw) =limF (jw) (3-77) 
这 样 定 义 的 傅 里 叶 变 换 也 称 为 广义 傅 里 叶 变 换 。 
为 了 求解 直流 信号 1 的 传 里 叶 变 换 ,- 先 构 造 双边 指数 函数 序列 
XA =ell, a30 (3-78) 








显然 





Xx Ji) 一 


4 a (3-79) 
由 于 双边 指数 序列 XG) 的 传 里 叶 变换 为 2、 








2 FGw) = 和 f (3 -80) 
故 直 流 信 号 1 的 传 里 叶 变 换 (jw) 为 
0， 天 0 
FOjw) =limF, (jw) =lim- Ae :| 各 (3-81) 
li I |e wd 


由 式 (3- 81) 可知， 直流 信号 1 的 传 里 叶 变 换 (jw) 是 一 个 冲 激 函 数 ， 其 强度 按 下 式 
计算 ， 














2a 和. 2 w 包 
lim 了 zdw = lim zd lim2arctan 2r (3 -82) 
rp | ge um 上 1+ (2) i 有 
因此 ， 直 流 信号 1 的 傅 里 叶 变换 为 
F(jw)=2r6(w) (3 -83) 


直流 信号 1 的 傅 里 叶 变 换 还 可 以 通过 下 面 的 方法 来 求解 。 

已 经 知道 8(0)**1， 将 其 代入 傅 里 叶 逆 变 换 定义 式 ， 有 
| edw = 6(1) (3-84) 
27 J 一 





将 式 (3 -84) 中 wt, 1 一 一 。,， 得 
1 


ev™d= 6—w) (3—85) 
2r -= 











式 (3 -85) 也 可 写 为 


jg ed 一 2r0( 一 wo) = 2x0(w) 


(3—-86) 


式 (3-86) 的 左 端 是 求 直流 信号 1 的 传 里 叶 变 换 ， 由 此 可 知 直流 信号 1 的 传 里 叶 变 换 为 2n6 


Co) 。 
直流 信号 1 和 它 的 频谱 F(jo) 如 图 3. 21 所 示 。 








/0D Fliw) 
L 2x 
可 生 入 
人 @) 波形 SN No 频 济 


图 3.21 直流 信和 号 + 的 波形 及 频谱 
7. 符号 函数 > 3S 


QO 


符号 丽 数 sgn() 定 义 为 。、、、、 





v1 
YO 
1>0 


一 
1 











ven)=| 


< A 
虽然 符号 函数 不 满足 绝对 可 积 条 件 ， 但 它 的 傅 里 叶 变换 却 存在 
数 衰减 函数 序列 (其 波形 见 图 3. 22) 


上 ee tO 
Fe a>0 
| 人 
而 
sgn(t) =limf,(t) 
由 于 f, (7) 的 健 里 叶 变 换 为 
' 1 1 j2w 
MD 


因此 符号 函数 的 传 里 叶 变 换 下 (jw ) 为 
F (jw) = limF,(jw) = tin(— J20 = 2 














a + jw 
从 而 
|FGo)| 一 To 
-3 w>0 
9(w) 一 
三 ，w<0 





(3=87) 


。 可 以 构造 如 下 双边 指 


(3 一 88) 


(3-89) 


(3—90) 


《3 一 91) 


(3 一 92) 


(3=93) 
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3.22 符号 函数 的 波形 及 频谱 


8. 阶 跃 函 数 


单位 阶 跃 函数 s(z) 也 不 满足 绝对 可 积 条 件 ， 但 其 傅 里 时 变换 同样 存在 。 可 以 利用 符 
号 函数 和 直流 信号 的 传 里 叶 变 换 来 求 单位 阶 跃 函数 的 传 里 叶 变 换 。 单 位 阶 跃 函数 可 表 
示 为 


(DD = 去 攻 和 和 A) (3-94) 
因此 ， 其 傅 里 叶 变换 为 
FUiv) =n0(w) + 地 (3 -95) 
从 而 
[FG |=rte) + (3 -96) 
= w>0 
p(w%)= (3 -97) 
人 w<0 


单位 阶 跃 函数 的 波形 、 幅 度 谱 |F(jo) | 和 相位 谱 g(w) 如 图 3.23 所 示 。 


Plo) 





图 3.23 单位 阶 跃 函数 的 波形 及 频谱 
单位 阶 跃 函数 e(1) 的 频谱 在 w= 二 0 处 存在 一 个 强度 为 x 的 冲 激 函 数 ， 这 是 因为 s(z) 中 
含有 直流 分 量 而 产生 的 。 此 外 ， 由 于 单位 阶 跃 函数 s(z) 不 是 纯 直 流 信号 ， 它 在 :一 0 处 有 跳 
变 ， 因 此 在 它 的 频谱 中 还 出 现 了 其 他 频率 分 量 。 
熟悉 了 以 上 这 些 常 用 信号 的 传 里 叶 变 换 。 对 进一步 掌握 信号 与 系统 的 频 域 分 析 将 会 带 
来 很 大 方便 。 
常见 函数 的 频谱 见 表 3 一 1。 
































表 3-1 常见 函数 的 频谱 


























门 函数 g:(t) tSal@1/2) 
= 
单 边 指 数 函 数 0-{ 1/(atjw) 
0, 1<0 
双边 指数 函数 f(D)=e" ,~—oo<t<+% 2a/ (a’ +w) 
冲 激 函数 6(7) l 
冲 激 偶 函 数 人 (CD) (ja)” 
直流 信号 2r6(w) 
符号 函数 St we LD i 
se 人 t>0 AAA 2 
阶 跃 函数 8 人 Ns ra(w) 十 1/|owl 








3.5 、 人 香里 时 变换 的 性 质 


式 (3 -50) 和 式 (3 - 51D 表示 的 传 里 叶 变换 对 建 闸 了 时 间 丙 数 与 频谱 函数 之 间 的 对 应 关 
系 。 其中， 一 个 函数 确定 之 后 ， 另 一 个 函数 随 之 被 唯一 地 确定 。 这 也 就 是 说 ,信号 可 以 在 
时 域 中 通过 时 间 函 数 ,f(1) 完 整地 表示 出 来 六 也 名 以 在 频 域 中 通过 频谱 函数 下 (jw) 完 整地 表 
示 出 来 。 本 节 将 讨论 傅 里 叶 变 换 的 性 硕 直 即 信号 在 时 域 中 进行 某 种 运算 后 在 频 域 中 发 生 的 
变化 , 或 者 反 过 来 ,在 频 域 中 进行 某 种 运算 后 在 时 域 中 发 生 的 变化 。 熟 悉 这 些 性 质 将 给 信 
号 分 析 研 究 工 作 带 来 方便 。 

3.5.1 线性 
若 
fiDoF jw). froF, (jw), 
则 对 任意 常数 a 和 4b， 有 
afi (+bf: DaF (jw) +bF; (jw) (3—98) 

线性 性 质 表 明 信 号 的 频谱 等 于 各 单独 信号 的 频谱 之 和 。 由 传 里 叶 变 换 的 定义 式 容易 证 
明 上 述 结论 。 显 然 ， 也 适用 于 多 个 信号 的 情况 。 

证 : FLafi(t)+6bf;(t)] 





| i [af1 (0) +bfs(t) Je™dt 


一 ‖ aoOerd 十 | bfi(t)e™dt 











3.5.2 奇偶 虚实 性 


通常 遇 到 的 实际 信号 都 是 实 信号 ， 即 它们 是 时 间 的 实 函 数 。 若 /2) 是 实 函数 ， 那 么 根 
据 ce-*=cos wt 一 jsin wt， 式 (3 一 50) 可 写 为 


FGo =| /ea =| f(D) [cos ot — jsin ot Jdt 


(3—-99) 
= 上 Ci)cos wd 一 ij f(sin wt dt 
= R(w)tjX(%)= |F(Gw)|e”™ 
式 中 ， 频 谱 函 数 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 
Row)= | flDeos atdt 下、 
‘< 必 (3—100) 
X(w) -一 上 f(sineedt 
频谱 函数 的 模 和 种 角 分 别 为 下 厂 
IF (jw) | MVR) a 
\ (3— 101) 


? (Netan el 
由 式 (3 一 100) 可 知 ， 由 Mo 一 on Sin (一 o0) 一 一 sin wt， 故 R(w) 是 w 的 
个 函数 ， X(w) 是 的 奇 函 数 ， 即 


Wm RuiRie) | (3 -102) 
CS X(Tw)=—X(w) 
进而 由 式 (3 -201) 可 知 ，|F(jw) | 是 w 的 偶 函数 ，p(w) 是 w 的 奇 函 数 ， 即 
i a td a 


p(Tw)= p(w) 
进一步 ,车 /0D) 是 实 、 偶 函数 ， 则 由 式 (3 一 100) 还 可 以 看 出 ，f (1)sin wt 是 1 的 奇 函数 ， 
f(t)cos wt 是 zt 的 偶 函 数 ， 因 此 有 

X(w)=0 
. (3—104) 
Fl(jw) = R(w)= ?| (Ci)cos pn 
此 时 ，F(jio) 等 于 R(o)， 它 是 w 的 实 、 偶 函数 。 
相反 地 ， 若 fi) 是 实 、 奇 函数 则 由 式 (3 一 100) 可 知 ， 太 (tsin wt 是 上 的 偶 函 数 ， 
了 (Dcos wt 是 1 的 奇 函 数 . 因此 有 
R(w)= 0 
Fljw) = jX(w)=—j2 [ en, 





(3—105) 


此 时 ,FF(jw) 等 于 jX(w), 它 是 的 虚 、 奇 函数 。 
此 外 ,车 F(z) 是 实 函 数 ， 由 式 (3 - 101) 可 求 得 f( 一 1) 的 傅 里 叶 变 换 为 


FLCOI= | (一 De 二 (3—106) 











FUCOI= 二 FoerdCoD=| Jrz)encordrz=F( 一 io) (3-107) 
考虑 到 R(w) 是 w 的 偶 函 数 ，X(o) 是 w 的 奇 函 数 ， 故 














F(—jw)=R(—w) tiX(—wo)=R(w)—iX (vo)=F" (jw) (3—108) 
式 中 ，F" (jw) 是 (jw) 的 共 示 复数 ， 因 此 / (一 1) 的 全 里 叶 变 换 
F[/(—i)]=F(~ijw)=F" (jw) (3—109) 


将 以 上 结论 归纳 总 结 如 下 。 
车 F(D) 是 实 函 数 ， 且 设 
JDOeF(jo) 一 R(o) 二 jiX(o) 一 |F(jo)|es'> 





则 有 YA 
CD R(Tw)=R(o), X(T0)=—X(0), [FCO SFG6)|, ¢(—0)=—p(%) 
A (3-110) 
(2) 7 一 DeF( 一 iojEF (jw) ce 11 
(3) 车 了 (一 四 =f()， 则 NA 
X(w) SNF) =R(w) (3-112) 
(4) 若 F( 一 0)= 一 Fr0， 则 SN 
,~\R(w)=0, F(jw)=iN(%) (3-113) 


对 于 /0) 是 虚 函 数 的 情况 : 了 地 可 类 似 地 推出 以 下 结论 。 
(CD) R( 一 一 一 Roy X(Two) =X(0)s |F( 一 io)| 一 |FGo)|，9( 一 o) 一 一 p(w)。 
> ff > (3—114) 
(2) (YEHC-jw) =—F" (jw) (3-115) 
此 外 ， 无论 (4) 为 实 函 数 还 是 虚 函 数 ， 都 具有 以 下 性 质 。 
f(D) oF (jv) 
f° (DoF (一 jo) (3—116) 
f° (oF (jw) 





读者 可 以 自己 来 证 明 。 
3.5.3 对 称 性 
各 
FOODOeF(io) 
则 
F(jt)™2rf(—w) (3-117) 


对 称 性 表明 ， 与 信号 /(z) 的 频谱 函数 F ji) 形式 相同 的 时 间 琢 数 (jt) 的 频谱 为 
2x/( 一 o)， 这 里 的 /( 一 o) 与 原 信号 /(2) 有 相同 的 形式 。 证 明 如 下 。 
全 里 叶 道 变换 定义 式 为 





GD) 一 | F(jw) er dw 
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将 上 式 中 :一 一 :得 


f(—#) = | Fljwe™ dw 








将 上 式 中 1 一 w，w>t， 得 


TN 去 | FODe™ dl 


2xf(—w) = FODe™d 
上 式 表 明 ， 时 间 函 数 F(jz) 的 傅 里 叶 变换 为 2rF( 一 w)， 即 式 (3-117) 。 
例如 ， 时 域 冲 激 函 数 3(4) 的 傅 里 叶 变 换 为 常数 1( 一 2 二 w 二 >)， 由 对 称 性 可 得 ， 时 
域 的 常数 1 (一 ce 二 (所 co ) 的 传 里 叶 变 换 为 2x6( 一 w), 册 于 tw) 是 w 的 偶 函 数 ， 故 有 
(D+ 1 
1+2x6(0) 
这 与 式 (3 - 83) 的 结果 相同 。 YXN 厂 


例 3.7 求 采样 丽 数 SaCD) 一 并 < 的 频谱 函数 ， 
解 由 式 (3 -61) 知 矩形 脉冲 信号 的 传 里 叶 变 换 “ 
gr(t)* "rs 和] 


显然 ， 对 于 c=2, 燃 度 为 1 的 矩形 脉冲 信号 洗 





了 局 (te>Sa(w) 


利用 对 称 性 得 
Sa(Dong:(—w)=xg: (w) (3-118) 
函数 Sa(z) 的 波形 及 其 频谱 如 图 3. 24 所 示 。 
Sa(lt) 
1 
0 t 加 





3.24 函数 Sa(t) 的 波形 及 频谱 


例 3.8， 求 函数 ， 和 十 的 频谱 函数 。 
解 〈1) 求 函数 :的 频谱 函数 。 由 于 
6 (Djw 
由 对 称 性 和 冲 激 偶 的 奇 函 数 特点 可 得 
jie27n6’ (—w)=—276 (wm) 











又 由 线性 性 质 得 出 


tj2x6’ (w) (3—119) 
(2) 求 函 数 二 的 频谱 函数 。 由 于 
sgn(D 中 过 
由 对 称 性 和 符号 函数 的 奇 函 数 特点 可 得 
车 2rsgn( 一 o) 一 一 2rsgn(w) 
又 由 线性 性 质 得 出 


十 一 一 jxsgn(ow) wk (3—120) 





例 3.9 求 丽 数 /(/) 一 车 二 的 频谱 函数 。 





> 
解 由 于 el 各， 当 a 一 1 时 ,、 有 \、 
wh 2 
nA 
{N° 1+o 


由 对 称 性 得 


又 由 线性 性 质 得 As 





<<- (3-121) 
3.5.4 尺度 变换 特性 
若 
(DEFE(jw) 
则 
faanm te 全 ] (3-122) 
其 中 ,4a 为 非 零 实 常数 。 尺 度 变 换 性 质 可 证 明 如 下 。 
根据 傅 里 叶 变换 的 定义 式 有 





F[f(at)]= [ fla)e™d 
令 r=at， 当 a>0 时 
F[f(a)]= 人 (nen Badr = tr(i | 
当 a<0 时 
FFFCa)js jE fe Tdr -一 De 二 dr 关 ir( 4) 
综合 以 上 两 种 情况 ， 即 得 式 (3 - 122) 。 
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当 a= 一 1 时 , 式 (3 -122) 变 成 
大 一 切 汪 下 (一 ji) 

这 正 是 式 (3 -109) 。 

尺度 变换 特性 表明 ， 信 和 号 在 时 域 中 压缩 (ae 二 1) 等 效 于 在 频 域 中 扩展 ; 反之 ,信号 在 时 
域 中 扩展 (a 二 1) 则 等 效 于 在 频 域 中 压缩 。 对 于 a 二 一 1 的 特例 ， 它 说 明 信 号 在 时 域 中 沿 纵 
轴 反 裙 等 效 于 在 频 域 中 频谱 也 沿 纵 轴 反 裙 。 上 述 结论 是 不 难 理解 的 ， 因 为 信号 的 波形 压缩 
a 信 ， 信 号 随时 间 变 化 就 加 快 a 倍 ， 所 以 它 所 包含 的 频率 分 量 增 加 a 倍 ， 也 就 是 说 ， 频 谱 
展 宽 a 倍 。 根 据 能 量 守恒 原理 ， 各 频率 分 量 的 大 小 必然 减 小 & 倍 。 图 3. 25 以 矩形 脉冲 信 
号 及 其 频谱 为 例 直 观 地 说 明了 这 种 尺度 变换 特性 。 从 图 中 可 见 ， 拢 形 脉冲 信号 的 持续 时 间 
与 信号 的 占有 频带 成 反比 ， 这 与 前 面 分 析 周 期 矩形 脉冲 信号 频谱 时 的 情况 是 一 致 的 。 因 此 
可 知 ， 如 果 要 压缩 信号 的 持续 时 间 ， 就 不 得 不 以 展 宽频 带 汶 代价 ， 而 如 果 要 压缩 信号 的 频 
带宽 度 ， 则 又 不 得 不 以 增加 信号 的 持续 时 间 为 代价 。 这 就 是 通信 中 时 长 与 带宽 的 矛盾 ,或 
者 通信 速度 与 信道 容量 的 矛盾 。 


/加 














sy 











人 
1 





(0 a=2 
图 3.25 尺度 变换 特性 的 举例 说 明 


例 3.10 求 函 数 /() 一 下 ;的 频谱 函数 。 
解 由 于 


a 
ee(t) jan 











由 对 称 性 得 





2ree( 一 w) 


jz+1 
又 由 尺度 变换 特性 得 

re eo) (3—123) 
3.5.5 时 移 特性 

若 
fF (jw) 

则 BA 

f(t+t) et "Fljw) KO (3—-124) 


式 中 ,4 为 实 常数 。 时 移 特性 表明 信号 7() 在 时 城中 清 时 间 轴 右 移 (或 左 移 )w 等 效 于 在 频 
域 中 频谱 乘 以 因子 e-”, (或 ew, )。 也 就 是 ， 说 信号 移 位 后 ， 其 幅度 谱 不 变 ， 而 相位 谱 附 加 
一 oh ( 或 ou)。 证 明 如 下 。 i 
根据 传 里 叶 变换 的 定义 式 有 下、 
FLACSS 万 二 矿 fi ed 














令 r=1 一 t。， 那 么 





和 一 FLAG 一 IIS 


A <“ ee" F(iw) 
同 理 可 得 7” 六 


\ f rT)e™e odr 





F[f (t+4)]=e" Fiw) 
不 难 证 明 ， 如 果 信 号 既 有 时 移 又 有 尺度 变换 ， 则 有 
F[/(at—t,)] r{ /lel “)]} mnt (3—125) 
例 3.11 求 图 3.26(a) 中 函数 f(t) 的 频谱 。 


解 图 3.26(a) 中 函数 f(z) 可 以 看 成 是 图 3.26(b) 中 函数 fi (1) 和 图 3.26(c) 中 函数 
fi() 且 加 构成 的 ， 即 











f(0)=f1(0)+ f(t) 
由 图 可 知 
fi(t)=g6 (t—5) 
f(t)=g, (1—5) 
根据 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 变换 及 时 移 特性 知 
f1(0)=gs(t—5) 6Sa(3w)e -到 
fi(D)=gs(t—5) 2Sa(w)e 可 





又 根据 线性 性 质 得 
f(D [6Sa(3w) 十 2Sa(w)] ei (3—126) 














图 3.26 例 3.11 图 
例 3.12 求 图 3. 27 所 示 三 脉冲 信号 的 频谱 。 





/0 
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图 3:27、 三 脉冲 信号 
解 令 方 (0) 表 示 和 矩形 单 脉冲 信号;- 由 式 (3- 61) 知 其 频谱 函数 F, (jw) 为 


F, (jw)=Er 。 si 全 


因为 
fl)=fo EAAt+T)+fo (tO—T) 
由 时 移 特 性 知 ,、K(1) 的 频谱 函数 下 (jw ) 为 


F(jw)=F, (jw) (1+e" +e ™) 
(= 2 


=Er* sa 人 等 Ea 十 2cos wT) 


其 频谱 如 图 3. 28 所 示 。 由 图 可 见 ， 随 着 脉冲 个 数 的 增多 ,频谱 的 包 络 线 不 变 ， 带 宽 也 
不 变 。 








Foljw) 
Er 
2x 
[3 i 
0 oO 四 
(a) 


3.28 三 脉冲 信号 的 频谱 











3.5.6 频 移 特性 
若 


7COeF(jw) 

则 

emf (DHF [j(o 于 oo)] (3=128) 
式 中 ，w 为 实 常数 。 频 移 特 性 表明 ， 在 时 域 中 信号 f(?) 乘 以 因子 e“ 对 应 于 在 频 域 中 将 频 
谱 下 (jw) 右 移 w,; 在 时 域 中 信号 f(4) 乘 以 因子 e-” 对 应 于 在 频 域 中 将 频谱 下 (jw ) 左 移 w,。 
证 明 如 下 。 

根据 傅 里 叶 变换 的 定义 式 有 
Fe 一 | ef (Dd 








= | ys Hthet "dt 
ALi(w—w)] 
同 理 可 得 | 
F[eNS% DN)]=F[i(wtow )] 
频 移 特 性 在 通信 系统 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 如 调幅 、 变 频 、 同 步 解 调 等 过 程 都 是 在 频 
谱 搬移 的 基础 上 实现 的 。 频 谱 搬移 的 实现 原理 是 将 信号 8(O) 乘 以 所 谓 载 频 信 号 cos wot 或 
sin wot。 下 面 分 析 这 种 相 乘 作用 引起 的 频谱 搬移 。 


由 于 
s MA Lom lo- 
COS w 2 全 2 e 
sin wot=Lem'—Le-m 
2 2 
因此 有 

f(Deos wt 二 FF [j(w—w, )] + 二 FF [jCwtw)] (3= 129) 
fl) sin ite OCw—w)] 十 十 F CDCwtw)] (3—130) 


了 (4) 乘 以 cos wot 或 sin wot 对 应 于 频 域 中 (7) 的 频谱 下 (jw) 一 分 为 二 ， 沿 频率 轴 向 左 和 向 
右 各 平移 w 。 
回 训 入 回 





例 3.13 求 /(1)==e* 的 频谱 。 











解 由 于 
加 Ww l*2x6(w) ‘3-131) 
[尺度 变换 与 频 移 。 由 频 移 特 性 得 
特性 的 应 用 】 Ee X12x0(w—3) 《3 一 132) 


例 3.14 已 知 矩 形 调幅 信号 f(1) 二 Eg.(t)cos wot， 其 中 g-(z) 为 矩形 脉冲 ， 脉 宽 为 r， 
如 图 3. 29(a) 中 虚线 所 示 。 试 求 其 频谱 函数 。 
解 已 知 和 矩形 脉 冲 g-(z) 的 频谱 G.(jw) 为 
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GGw=rsa( 罕 ) 


/(D=HEg. (De tte) 
(7) 的 频谱 (jw) 为 





lc, [jo 
2 (3—133) 


_Ers Fr (w—o)r Er [ (wtor )r 
Fy sa[ ]+ 2 sa[ 阿 ] 
可 见 ， 调 幅 信号 的 频谱 等 于 将 包 络 线 的 频谱 一 分 为 二 ， 各 向 左 、 右 移 载 频 wm 。 和 矩形 调 
幅 信号 的 频谱 (jw) 如 图 3. 29(b) 所 示 。 


Fljw)= 广 EG. [i(w—w)] + 











“图 3. 29 姑 形 调幅 信号 的 波形 及 频 庶 


3.5.7 卷 积 定理 “> 


卷 积 定 理 是 通信 系统 和 信号 处 理 研究 领域 应 用 最 广 的 储 里 叶 变 换 性 质 之 一 。 它 描述 的 
是 两 个 函数 在 时 域 (或 频 域 ) 中 的 卷 积 积 分 ， 对 应 于 频 域 (或 时 域 ) 中 二 者 的 傅 里 叶 变 换 (或 
逆 变 换 ) 应 具有 的 关系 。 
1. 时 域 卷 积 定理 
若 
fi DEF jw), fu) oF, (jw) 
则 
fi fi oF (jw)F; (jw) (3—134) 
时 域 卷 积 定理 表明 ， 在 时 域 中 两 个 函数 的 卷 积 积分 对 应 于 频 域 中 两 个 函数 频谱 的 
乘积 。 
2. 频 域 卷 积 定理 
车 
fi DEF Go), foeF, (jw) 








万 (D 户 (D<> Fi jo) * Fs (jw) (3—135) 








【 频 域 卷 积 下 上， (os*FGo=| Fi (07)F: TI(o 一 7)]d7 (3 一 136) 
全] 频 域 卷 积 定理 表明 ， 在 时 域 中 两 个 函数 的 乘积 对 应 于 频 域 中 两 个 函数 频 
谱 的 卷 积 积分 的 去。 

A 


时 域 卷 积 定理 证 明 如 下 ，。 
根据 卷 积 积分 的 定义 
fi(D < filt) = | fi Dfilt ridr 
其 傅 里 叶 变 换 为 
F[fi(D) * f;(1)]= | eA dt 
三 长 YNMD | = De dt]dr 
由 时 移 特性 得 S 
上 六 站 一 ed = Ew ee 
由 此 得 


F[f1(0) * f(D) is{ DF, wedr 


= F,(jw) | f(Dewdr 


= Fi (jw)F: (jw) 
频 域 卷 积 定理 的 证 明 类 似 ， 这 里 不 再 重复 。 


例 3.15 求 西数 (Sn) 的 频谱 函数 。 
解 ” 由 于 矩形 脉冲 信号 &. (7) 与 其 频谱 的 对 应 关系 为 


sDemrsa( 笃 ] 


可 知 
g2(t)2Sa(w) 
由 对 称 性 得 
2Sa(t) 2n gs(—w) =2n gs (w) 
由 线性 性 质 得 


Sa(t) ng (w) 


由 频 域 卷 积 定理 得 


(于 -去 [igatad] * Ergatw)] 一 go) * ga(w) 

















ot, —2<w<0 


一 了 gs(o) * gi(w)— (= 


一 了 wo 十， 0<w<2 
0，w>>2 或 w= 一 2 
(加 的 频谱 函数 FGjw) 如 图 3. 30 所 示 。 


Sa(W)sgx(W) FUw) 
小 从. 
过 0 2 ow -2 0 2 由 


图 3.30 (时 人 的 频谱 





例 3.16 求 斜 升 函 数 r(1)==te(1) 和 函数 全 | 的 频谱 函数 。 
解 (1) 求 (4) 二 te(1) 的 频谱 函数 由 式 (3 -119) 可 知 
1j2r6’ (w) 
根据 频 域 卷 积 定理 得 
1 


FUe(O1 二 二 FT] * F[e(D) 1 三 赤色 2xb (wo) * [Got 喜 ] 


一 jr6' (w) * (vw) to (w) * 汪 























jni' (wo) 一 冯 
即 
r(O 一 teCOjni' lo) 一 (3-138) 
《2) 求 | :| 的 频谱 函数 。 由 于 : 的 绝对 值 可 写 为 i 
| :| =D) + (—0)e (一 人 (3—139) 中 的 应 用 】 
对 式 (3 -138) 利 用 奇偶 虚实 特性 中 的 式 (3- 111)， 有 
(一 se (一 人) 全 一 jx (w) 
由 线性 性 质 得 
| 一 一 二 (3—140) 
3.5.8 ”时 域 微分 和 积分 
8 的 导数 和 积分 可 用 下 述 符号 来 表示 : 
f° 1H= (3—141) 























Jo(D = 上 Fedde (3—142) 
1. 时 域 微分 定理 
车 
f(D EF (jw) 
则 
f° Dw)"F (jv) (3-143) 
时 域 微分 定理 说 明 ， 在 时 域 中 f(1) 对 1 取 n 阶 导 数 等 效 于 在 频 域 中 了 (7) 的 频谱 F (jw) 
乘 以 (jw)"。 
2， 时 域 积 分 定理 
/WEF 
则 NS 
/OPRRO GD + EI (3—144) 
TY 
其 中 Xs bx 
,ROO) = Fw) | (3- 145) 
WK 
若 F(0) 一 0， 则 式 (3- 1 为 NS 
NP Pe C3- 146) 
式 (3 -143)、 式 (3 -144) 可 证 明 如 下 。 
由 于 


f (0)=f (0) #6()= f(t) #0 (1) 
根据 时 域 卷 积 定理 及 8 (De*jw， 有 
f (DjwF (jw) 


外 复 运用 以 上 结果 得 式 (3 - 143) 。 
由 于 





f° DSL 6D)=f00) #67 (0)=f() * el1) 
根据 时 域 卷 积 定理 及 冲 激 函 数 的 采样 性 质 ， 有 


a i Flijw) 
f° OPF G0) [ro) +t] + 
例 3.17 求 /Co) 一 点 的 频谱 函数 。 
解 由 于 
sen(O- 放 


由 对 称 性 得 








2 
二 2rsgn( 一 o) 


由 线性 性 质 得 
二 一 一 ijrsgn(w) 


由 时 域 微 分 定理 得 





§(F) Goinsgn(e) =rosgn(o) 
由 线性 性 质 得 
让 rwsgn(w)——x lw| (3-147) 
例 3.18 求 图 3.31(a) 中 三 角形 脉冲 信号 1(7) 的 频谱 函数 。 
/0 7'() < VO) 
. (D (D) 
人 | 
22 0 2 1/ 
3 0 2 1 本 
(a) (9) 





图 3.31 例 3:18 图 
解 对 三 :角形 脉冲 信和 f(D) 求 一 、 二 阶 导 数 如 图 3. 31 所 示 。 
由 图 可 知 、 
/0) 下 [ ydydx 
并 且 
f(t) 一 St 十 2) 一 25(t) 十 SG 一 2) 
根据 时 移 特 性 和 时 域 冲 激 函数 的 傅 里 叶 变 换 可 得 
f(re"—2+e i 
又 由 图 3. 31(b)、 图 3. 31(c) 可 知 


[ fF QO = 0s [ fFWd=0 
故 根据 式 (3 - 146) 得 


Faljw) _e*—2+e-™ 


/Do (3—148) 


jw)” 四 


这 里 可 引出 一 个 结论 ， 设 f(O**F(jio)， 若 f(D 是 时 限 信号 ， 即 满足 (一 中) 十 
(>)=0, 且 知 /DoF, (jw)， 则 有 





F, (jw) 


Cee 
10 Co) 


(3 一 149) 











3.5.9 频 域 微分 和 积分 


设 
了 (oO 一 2 人) 


Fo= 二 FGjz)dz 
与 之 前 类 似 ， 这 里 也 隐 含 F (一 ) = 一 0。 





1. 频 域 微分 定理 


f(DoEF(jw) 
则 AAA 
(Ci)"f WR Gio) 


(3—150) 


(3—151) 


(3—152) 


频 域 微分 定理 说 明 ， 在 时 域 中 DR (一 jt)" 等 效 于 在 频 域 中 (7) 的 频谱 下 (jw) 对 


w 取 nn 阶 导 数 。 
2. 频 域 积分 定理 厂 
车 2 XK) 
< /WoPlio) 
则 A eV 
NS 71001807 二 人 人 FT Go) 
式 中 


f(0)= 去 | Pdodo 
车 (0) 二 0， 则 式 (3 -153) 为 
A pe (jw) 


一 这 


频 域 微 分 定理 和 频 域 积分 定理 可 用 频 域 卷 积 定理 证 明 ， 方 法 与 时 域 类 似 ， 这 


例 3. 19 求 斜 升 函数 ~(t) 一 tE(t) 的 频谱 函数 。 
解 ” 由 于 单位 阶 跃 函 数 e(1) 及 其 频谱 函数 为 


1 
el(1) O(a 
可 得 








je HE [do) | 吉 ] 动人 四 
再 根据 线性 性 质 得 


Le()<>jro (所 = 二 
加 





(3-153) 


(3 一 154) 


(3—155) 


里 从 略 。 
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这 与 例 3. 16 结果 完全 相同 。 
例 3.20 求 积分 | sm eedu ， 




















解 由 于 
2rsin 加 
gr(t) > 2 
故 
2sin aw 
gz (1) 
根据 傅 里 叶 逆 变 换 定义 式 得 
g(t) 1 2sin law nt go | sin Go nr do 
四 2x = w < w 
当 : 上 = 一 0 时 ， 有 
gz (0) = 
因此 
| soe d (3-156) 
3.5.10 相关 定理 
,a 3 SN 
1. 相关 古 雪 一 x ， 


为 比较 某 信号 与 男 一 延 时 + 的 信号 之 间 的 相似 程度 ， 需要 引入 相关 函数 的 概念 。 相 关 
函数 是 鉴别 信号 的 有 力 工 具 ， 被 广泛 应 用 于 雷达 回 波 的 识别 、 通 信 同 步 信 号 的 识别 等 领 
域 。 相 关 函 数 又 称 相关 积分 ， 它 与 卷 积 的 运算 方法 类 似 。 

实 函 数 f(t) 和 f(t)， 它们 之 间 的 互相 关 函 数 定义 为 


RD 一 | HOPo-aod= 上 人 (十 rz)7(Ct)dt (B= 


R21 Cr) -| fil(t—r) fi (td = fi(t) (Ci 十 r)dt (3— 158) 


可 见 ， 互 相关 函数 是 两 信号 之 间 时 间 差 + 的 函数 。 
需要 注意 ,一 般 地 


Ris (7T) ARa Cr) (3—159) 
及 oa(r) 一 Ra (一 z) (3 一 160) 
有 Ra (rt)=Ris(—7) (3 一 161) 


如 果 方 (oO 与 f(z) 是 同一 信和 号， 即 有 (2)==f;(7) 二 f(t)， 这 时 无 须 区 分 Ri 与 Ra ， 用 
R(z) 表 示 ， 称 为 自 相关 函数 ， 即 


R(r) = fF Dd = 上 Fr 十 r) FrD)dz (3—162) 
容易 看 出 ， 对 自 相 关 函 数 有 





Ror 











可 见 ， 实 函数 /(4) 的 自 相关 函数 是 时 移 + 的 偶 函数 。 
根据 互相 关 函 数 的 定义 不 难看 出 ， 互 相关 函数 和 卷 积 积分 的 关系 为 


Ra(D) 一 户 (D* fi(—it) (3—164) 
2. 相关 定理 
若 
OF (io)， 户 (OF jw), f(DPF (jw) 
则 
Ri (OF, (jw)F; (jw) (3— 165) 
Ra (re>F (jw)F(jw) (3—166) 
Rn 一 Fo)| SN, (3—167) 


式 (3- 165) 和 式 (3 - 166) 表 明 。 时 域 中 两 个 信号 和 粗 关 函数 的 频谱 等 于 其 中 一 个 信号 的 
顷 谱 与 另 一 信号 频谱 的 共 二 之 乘积 。 式 (3 -167) 表 明 ， 自 相关 函数 的 频谱 等 于 原 信号 幅度 
谱 的 平方 。 \ 
式 (3 -165) 和 式 (3 -166) 可 证 明 如 下 > 
F[Rs (rz] 一 Fag PAD]=FLf DIFL/:( 0] 





由 于 
FLfN—D) ]=F, (Tio)SF, (jw) 
区 
F[Re (DTsETrGwo)F: (jw) 
司 理 可 得 IE 


g F[Ra (7)]=F (jw)F; (jw) 
显然 ， 当 有 1(2)=fi(1)=f(4),， 有 

ROD=/D /DPFOGOF (Go) |F (jw) | 
即 式 (3 -167) 也 得 证 。 


3.6 ”能量 谱 与 功率 谱 


如 前 所 述 ， 信 号 的 频谱 反映 了 信号 的 幅度 和 相位 随 频率 的 分 布 情况 ， 它 在 频 域 中 描述 
了 信号 的 特征 。 此 外 还 可 以 用 能 量 谱 和 功率 谱 来 描述 信号 ， 它 们 反映 了 信号 的 能 量 或 功率 
密度 随 频率 的 变化 情况 ， 它 对 于 研究 信号 的 能 量 ( 或 功率 ) 的 分 布 ， 决 定 信号 所 占有 频率 等 
问题 有 着 重要 的 作用 。 特 别 是 对 随机 信号 ， 由 于 无 法 用 确定 的 时 间 函 数 来 表示 ， 也 就 无 法 
频谱 表示 ， 所 以 往往 用 功率 谱 来 描述 它 的 频率 特性 。 


3.6.1 能 量 谱 

















信号 /CO) 在 19 电阻 上 的 瞬时 功率 为 | /Ce)|*， 在 〈 一 T，T) 区 间 能 量 为 


7 
| | Fo ad (3—168) 
= 
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信号 的 能 量 定义 为 在 〈 一 ="，==) 区 间 上 信号 的 能 量 ， 用 字母 已 表示 为 


E= | Fo |?dz (3—169) 
如 果 信 号 f(z) 是 实 函 数 ， 则 式 (3 - 169) 可 写 为 
E=[ f (Dd (3—170) 


如 果 信 号 能 量 有 限 ， 即 0 二 E 二 2， 则 称 信号 为 能 量 有 限 信和 号， 简称 能 量 信和 号， 例如， 算 
形 脉 冲 信 号 、 三 角 脉 冲 信 号 、 单 边 或 双边 指数 衰减 信号 等 。 
将 傅 里 叶 闭 变换 定义 式 (3- 51) 代 入 式 (3-170) 得 


E=[ 1 [去 | ey (3-171) 
交换 积分 次 序 得 入 
= 云 | F eslla foe ao 
= 去 上 POA jo do 
由 式 (3 -111) 得 
Ho 区 A Wa | FGw) |*dw (3-172) 


式 (3- 172) 称 为 帕 斯 瓦 尔 方程 或 能 量 等 式 。 它 才 明 - 在 时 域 中 求 信号 的 能 量 与 在 频 域 
中 用 频谱 密度 来 计算 能 量 是 一 致 的 。 

为 了 表征 信号 + 的 能 量 随 频率 的 分 布 情况 、， 可 以 信 助 密度 的 概念 ， 引 入 一 个 能 量 密度 两 
数 (简称 能 量 频谱 或 能 量 谱 ) 。 能 量 谱 定 义 为 单位 频率 的 信号 能 量 ， 记 为 已 (o)。 由 于 在 频 
带 df 内 信和 号 ;的 能 盘 为 E(w)d/f， 因而 信号 在 整个 频率 范围 (一 c"，c) 的 总 能 量 


E= | E(w)df = 到 E(w)dw (3-173) 
比较 式 (3 -172) 和 式 (3 -173) ， 可 知 
E(w)=|F(jw) | (3—174) 


由 上 式 可 知 ， 信 号 的 能 量 谱 下 (w) 是 w 的 偶 函 数 ， 它 只 与 频谱 函数 的 模 量 有 关 ， 而 与 
相位 无 关 。 能 量 谱 E(w) 是 单位 频率 的 信和 号 能 量 ， 它 的 单位 是 J，s 
由 式 (3 -167) 和 式 (3 -174) 可 知 
RNSE(w) (3—175) 
式 (3 -175) 表 明 , 信号 的 能 量 谱 E(w) 与 其 自 相关 函数 R(t) 是 一 对 传 里 叶 变 换 对 。 
例 3.21 求 信号 /(41)==cos 9971 5 于 的 能 量 。 


解 ”根据 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 变换 及 傅 里 叶 变换 的 对 称 性 ， 不 难得 出 


sin 5 





SY, (w) 
根据 傅 里 叶 变换 的 频 移 特性 得 


2cos 9971 gw 997) 十 gio(w 十 997) 














最 后 根据 式 (3 -172) 得 


1 10 


下 = 一 (10 十 10) 一 一 (3 一 176) 
2 工 
3.6.2 功率 谱 
信号 /Go) 的 功率 定义 为 它 在 时 间 一 = 去 t 二 == 的 平均 功率 ,用 已 表示 为 
def 
P= lim 起 | [fd (3—177) 
如 果 信 号 /() 是 实 函 数 ， 则 式 (3 - 177) 可 写 为 
Pi 二 | f dt (3—178) 


如 果 信号 功率 有 限 ， 即 0 二 P 二 ， 则 称 信号 为 功率 有 限 信号 ,简称 功率 信号 ， 例 如 ， 阶 
跃 信号 、 周 期 信号 等 。 | 

由 信号 能 量 和 信号 功 龙 的 定 六 可 知 ， 各 信号 为 信人 
号 ， 则 E= 


功率 信号 的 能 量 趋 于 无 穷 大 ， 四 有 光一。 
的 一 段 ， 得 到 一 个 截 尾 丽 数 /7(D a 
7(D)， De 





号 , 则 了 二 0; 若 信号 为 功率 信 


” fr)= ,VX (3-179) 
X fr & SS 工 
本 由 2 
如 果 了 是 有 限 值 ， - 则 了 (0D) 的 能 其 也 是 有 有 限 的 。 
fi DF a (3-180) 
由 式 (3_172) 他 |， 六 (0 的 能 量 Er 可 表示 为 
Er = 上 fr Cdt = 去 | | Fr Gjw) |:dw (3-181) 


由 于 
| fr (CDzdi = [rod 
由 式 (3 -178) 和 式 (3 - 181) 得 (1) 的 平均 功率 为 = 
当主 lim 二 Feod = a lim | Ee 2 上 (3—182) 


当 工 增加 时 ，fr (2) 的 能 量 增 加 ， 和 也 增加 。 i fr(D>f(1), 此 
时 Fr (jw)/T 可 能 趋 于 一 极限 。 类 似 于 能 量 密度 函数 ， 定 义 功率 密度 函数 P(w) 为 单位 频 
率 的 信号 功率 ， 从 而 信号 的 平均 功率 为 


P = 上 P(w)af = 去 | P(w)dw (3-183) 

比较 式 (3 -183) 和 式 (3 -182) ， 可 知 
P(w) 一 Im 
由 式 (3-184) 可 见 ， 功率 谱 也 (w) 是 w 的 偶 函 数 ， 它 只 和 频谱 函数 的 模 量 有 关 ， 而 与 相位 














| FrGo) |? 
元 (3 一 184) 
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无 关 。 功 率 谱 反 映 了 信号 的 功率 随 频率 的 分 布 情况 。 显 然 ,P (w) 有 曲线 所 覆盖 的 面积 在 数 
值 上 等 于 信和 号 的 总 功率 。P(w) 的 单位 是 W。… 
车 /1(4) 和 f;(4) 是 功率 信号 ， 则 相关 孙 数 重新 定 久 为 





二 下 了 性 
Ra(r) 一 血汗 Aoze-od] (3—185) 
z 
< 了 
Rai(r) = lm [ 工 上 zonec-od] (3—186) 
以 及 
1 人 
R(r) 一 lim [ 示 Jw ou] (3-187) 


由 式 (3 -187) 可 得 


R(r) = lim [二 [oda] 


= 各 [去 把 WC = 
= lim) 0 x* fr(—1) 
又 由 于 | 
fr ON DF Go) RY IFr Go) (9180 
故 可 知 
一 R(T)EP(w) (3-190) 


式 (3 - 190) 表 上 明 功率 信号 的 功率 谱 函 数 与 其 自 相 关 函 数 是 一 对 傅 里 叶 变 换 对 。 
式 (3 - 190) 称 为 维 纳 - 欣 钦 (Wiener-Khinitehine) 关 系 。 由 于 随机 信号 不 能 用 频谱 表示 ,但 是 利 
用 自 相关 函数 可 以 求 得 其 功率 谱 。 这 样 就 可 以 通过 功率 谱 来 描述 随机 信号 的 频 域 特性 。 





3.7 周期 信号 的 傅 里 叶 变换 


在 前 面 的 讨论 中 已 经 知道 ， 周 期 信号 的 频谱 可 以 用 傅 里 叶 级 数 表示 ， 而 非 周期 信号 的 
频谱 则 是 用 传 里 叶 变 换 进行 表示 的 。 本 节 将 讨论 周期 信号 的 傅 里 叶 变 换 ， 以 及 傅 里 叶 级 数 
与 传 里 叶 变 换 之 间 的 关系 。 目 的 是 将 周期 信号 与 非 周期 信号 的 分 析 方 法 统一 起 来 ， 使 传 里 
叶 变 换 这 一 工具 得 到 更 广泛 的 应 用 。 

















3.7.1 正 、 余 弦 函 数 的 傅 里 时 变换 


由 于 
1l.>2r6(w) (3-191) 
由 频 移 特性 得 
e206 (wo—w, ) (3—192) 
Emier2nd (wt ) (3—193) 


故 根据 欧 拉 公 式 有 











cos 让 (Ete )r (wt ) 十 r6(w 一 oo ) (3 一 194) 





sin wt Pra eriy )<* 一 jr8(o 一 oo ) +jnd (wt ) (3—195) 
正 、 余 弦 信 号 的 频谱 如 图 3. 32 所 示 。 





Fjw) IFCjo)| 
plo) 
n n 天 Tn PR 
2 
ll 
0 Oo EE -wo 10 ] 忆 
3 
KA 入 2 
(a) coswut 的 频谱 (b) sinwot 的 幅度 谱 XA (c) sinwot 的 相位 谱 


3.32 正 、 余 弦 信号 的 频谱 


3.7.2 一 般 周期 信号 的 傅 里 叶 变换 1 
对 于 一 个 周期 为 了 的 周期 函数 JAD ， 其 指数 形式 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
) (GD = WEIERT (3-196) 
式 中 ，0 一 仅 为 基 波 区 频 素 ， 严 , 为 传 里 叶 系数 
F, = 地 fr Wea (3-197) 


对 式 (3 -196) 两 边 取 傅 里 叶 变换 ， 并 利用 傅 里 叶 变换 的 线性 性 质 ， 且 考虑 到 忆 , 与 时 间 上 无 
关 ， 得 





f(D) = DF,e oFr(jw) 一 2x>) Fd(w— nN) (3—198) 
式 (3-198) 表 明 ， 周 期 信号 的 傅 里 叶 变换 (频谱 密度 函数 ) 是 由 无 穷 多 个 冲 激 函 数组 成 的 ， 
这 些 冲 激 函数 位 于 信号 的 各 谐 波 角 频 率 nQ 处， 强度 为 各 相应 幅度 FF, 的 2x 倍 。 
例 3.22 周期 为 工 的 周期 性 单位 冲 激 函 数 序列 
61(1) = >) 80 一 mT) (3—199) 
式 中 ，m 为 整数 ， 求 其 傅 里 叶 变 换 。 
解 考虑 61(0) 在 (一 T/2,，T/2) 区 间 只 有 一 个 冲 激 隐 数 6(1)， 由 采样 性 质 得 


二 
全 





村 
Es = 二 feea = (3 -200) 


由 式 (3 -198) 可 得 











5 二 全 2 ao no) 0 DU mi) = tay (3-201) 
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式 (3-201) 表 明 ， 在 时 域 中 ， 周 期 为 了 的 单位 冲 激 函 数 序列 Sr(2) 的 傅 里 叶 变换 是 一 























个 在 频 域 中 周期 为 Q 的 冲 激 序列 。 图 3. 33 画 出 了 6r (ti) 及 其 傅 里 叶 变换 。 
51(D) S607) 
(D 
41 | 
27 OO T 27 fF 30 -9 0 9 290 
(a) (b) 


图 3.33 周期 冲 激 函 数 序列 及 其 傅 里 叶 变 换 
例 3.23 周期 矩形 脉冲 信号 方 (0 如 图 3. 34(a) 所 示 求 其 傅 里 叶 变 换 。 
f(D 





(a) 1 (b) 
图 3.34 周期 矩形 脉冲 信号 及 其 傅 里 叶 变换 
解 周期 信号 Y(t) 可 看 成 是 -时 限 非 周期 信号 万 (O 的 周期 拓展 ， 即 
/i100)=6r C0) * fo) (3 —202) 
根据 传 里 叶 变 换 的 时 域 卷 积 定 理 和 冲 激 函数 的 采样 性 质 有 
Fr (jw)= Ma (w)F, (jw)= 0 > Fnn)dw— nN) (3 -203) 
由 图 可 知 
一 2r_ 工 3 
0= 字 = 也 (3—204) 
本 题 可 取 f,(1) 二 g(t1)， 且 有 


f(t)= g(t) 2Sa(w) (3—205) 
代入 式 (3 -203) 可 得 


Fr(jw) = 0 > 2Sa(nQ)d(w — nN) = x >) sa (jalo | (3 一 206) 


式 (3 -206) 表 明 ， 周 期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 变 换 是 由 位 于 各 谐 波 角 频 率 nQ 处 的 冲 激 函 
数 所 组 成 的 ， 其 强度 的 包 络 线形 状 与 单 脉 冲 信号 频谱 的 形状 相同 。 周 期 矩形 脉冲 信号 的 频 
谱 如 图 3. 34(b) 所 示 。 


3.7.3 傅 里 时 系数 与 傅 里 时 变换 的 关系 




















式 (3-198) 和 式 (3 -203) 都 是 周期 信号 广 (z) 的 传 里 叶 变 换 表 示 式 。 比 较 这 二 式 可 知 ， 











周期 信号 f+ (4) 的 伟 里 叶 系 数 FF, 与 其 第 一 个 周期 的 单 脉冲 信号 频谱 下 , (jw ) 的 关系 为 


人 和 。 
已 .一半 机 Cn) = Fo ju)。-a (3 -207) 


式 (3 -207) 表 明 ， 周 期 信号 的 傅 里 叶 系 数 F, 等 于 下, (jw) 在 频率 为 nQ 处 的 值 乘 以 于 。 
由 傅 里 叶 系 数 的 定义 式 (3- 197) 有 
F, = 二 所 f(Dem' di = 二 必 fu We dt (3 — 208) 


由 傅 里 叶 变 换 的 定义 式 (3 - 50) 得 





F, (jw) = | fu(De™d = [fe dt (3—209) 


比较 式 (3- 208) 和 式 (3 -209) 也 可 得 到 式 (3- 207) 的 结果 。 这 表明 ， 传 里 叶 变换 的 许 
多 性 质 、 定 理 也 可 用 于 传 里 叶 级 数 ， 这 也 是 给 出 求 周期 信号 传 里 叶 级 数 的 另 一 种 方法 。 





3.8 ”线性 时 不 变 系 统 的 频 域 分 析 


频 域 分 析 是 将 信号 分 解 为 无 穷 多 项 不 同 频率 的 虚 指数 函数 之 和 ， 从 而 将 时 域 中 求解 响 
应 的 问题 通过 传 里 叶 变 换 或 传 里 叶 级 数 获 变 成 频 域 中 的 问题 ， 整 个 分 析 过 程 是 在 频 域 内 进 
行 的 。 利 用 频 域 分 析 法 可 以 分 析 条 统 的 频率 响应 、 涨 波 、 采样、 物理 可 实现 等 问题 。 
3.8.1 频率 响应 ~ 

设 线性 时 不 变 邓 统 的 冲 激 响 应 为 天 5。 尝 激 励 是 角 频 率 为 w 的 虚 指 数 函数 uv (一 = 二 
ti<co) 时 ， 其 零 状态 响应 为 人 

y(1)=h(1) x e™ (=210) 

在 频 域 分 析 中 ， 信 号 的 定义 域 为 (一 一 二 /二 %), 而 /二 一 时， 可 认为 系统 的 状态 为 零 ， 
因此 频 域 分 析 中 的 响应 均 是 指 零 状态 响应 ， 常 写 为 y(0)。 

根据 卷 积 的 定义 得 
y(1) = [ h(ne"™" dr = 下 jz)emedr ew 





而 上 式 中 积分 | Are “dr 正好 是 A(0O 的 傅 里 叶 变换 ， 记 为 H(jw)， 称 为 系统 的 频率 响 


应 函数 或 频率 响应 ， 则 上 式 可 写 为 
yD)=H(w)e” (3-211) 
式 (3-211) 表 明 ， 当 激励 是 幅度 为 1 的 虚 指数 函数 e“ 时 ,系统 的 响应 是 系数 为 H(jw) 的 同 
频率 的 虚 指 数 函 数 ， 昌 (jw) 反 映 了 响应 y(1) 的 幅度 和 相位 。 
当 激 励 为 任意 信号 f(t) 时 ， 可 将 该 信号 看 作为 无 穷 多 不 同 频 率 的 虚 指 数 分 量 之 和 ， 即 


ro = 去 | Pdowerdo= | Td er (3 一 212) 


由 式 (3 一 212) 可 知 ， 频 率 为 w 的 虚 指 数 分 量 为 二 gidw "er 。 由 式 (3 - 211) 可 知 ， 对 于 该 
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分 量 的 响应 为 dwH (jw)。e“ 根据 线性 性 质 可 得 任意 信号 /作用 下 系统 的 响应 为 


ee [ To (ye 三 = 让 | FG) H (jw)e™ dw 
令 响 应 y(t) 的 频谱 函数 为 Y(jw)， 激励 的 频谱 函数 为 F(jw)， 则 由 上 式 得 
Yljw)=HGWF (jo) (3 -213) 


可 见 ， 冲 激 响 应 (DD) 反映 了 系统 的 时 域 特性 ， 而 频率 响应 脏 (jw) 则 反映 了 系统 的 频 域 特 
性 ， 二 者 的 关系 为 

(iD<> 万 (jw) (3 一 214) 
通常 ， 频 率 响应 (函数 )( 有 时 也 称 为 系统 丽 数 ?可 定义 为 系统 零 状态 响应 的 传 里 叶 变 换 Y(jw) 
与 激励 的 传 里 叶 变 换 F(jw) 之 比 ， 即 
YOw ~ 








3_215 
HOw =Fe » (3-215) 
We 
它 是 频率 ( 角 频 率 ) 的 复 函 数 ， 可 写 为 
HOw= | How le = pe er yw 一 (3—216) 


其 中 ，| HGjw) | 称 为 幅 频 特性 (或 幅 频 响应 )， 它 是 角 频 率 为 w 的 输出 与 输入 信号 的 幅度 之 
比 ; bw) 称 为 相 频 特性 (或 相 频 响应 )， 它 是 输出 与 输 太 信号 :。 由 于 HCjw) 是 (1) 的 
传 里 叶 变 换 ， 根据 全 里 吐 变换 的 奇偶 性 可 知 。 15) | 是 的 个 函数 ， 0(w) 是 的 奇 函 数 。 

由 以 上 分 析 可 元 ， 同 一 个 系统 既 可 以 在 时 域 进行 分 析 ， 又 可 以 在 频 域 进行 分 析 。 前 者 
可 以 比较 直观 地 得 出 系统 响应 的 波形 ,而 且 便 于 进行 数值 计算 ， 而 后 者 则 是 信号 与 系统 分 
析 和 处 理 的 有 效 汇 具 。 需 要 强调 ， 只 有 系统 的 单位 冲 激 响 应 A(2) 的 傅 里 叶 变 换 存 在 ， 系 统 
的 频率 响应 h(ijw) 才 存在 ， 否则 ,系统 不 存在 频率 响应 。 也 只 有 在 输入 信号 的 傅 里 叶 变 换 
存在 并 且 系 统 频率 响应 存在 的 条 件 下 ， 方 可 对 系统 使 用 频 域 方法 分 析 。 








3.8.2 非 周期 信号 激励 下 系统 的 响应 


傅 里 叶 变 换 的 时 域 卷 积 定理 将 系统 对 输入 信号 零 状态 响应 的 时 域 分 析 与 频 域 分 析 对 应 
起 来 ， 从 而 可 以 总 结 出 如 图 3. 35 所 示 的 系统 频 域 分 析 法 的 步 又。 


线性 时 不 变 系统 


/0 一 





@ 伟 里 叶 | 变换。 回 伟 里 时] 变换。 @ 休 时 地 变换 
FUo) 次 H(iw) = JUo) 


3.35 ”系统 频 域 分 析 法 的 步骤 











由 图 3. 35 可 见 ， 频 域 分 析 法 的 基本 思想 是 将 输入 信号 与 系统 冲 激 响应 的 卷 积 运算 变 
换 为 频 域 中 的 乘积 运算 与 求 傅 里 叶 逆 变换 运算 。 不 管 输入 信号 是 周期 信号 或 是 非 周 期 信 
号 ， 频 域 分 析 系 统 零 状态 响应 的 思想 都 是 适用 的 。 

假设 系统 的 激励 信号 为 /(1)， 其 零 状 态 响应 为 y(1)， 那么 阶 系 统 的 微分 方程 为 

asy "Da yd + ta y(t) =6,f "(D+b f+ bo f(t) 

令 yDoY(jw)，f(D) OF(jw)， 对 上 式 两 边 取 傅 里 叶 变 换 ， 由 傅 里 叶 变 换 的 线性 和 时 域 
微分 特性 得 

[a Go) ta Co) + ta ]Y (jw)= [6, Go) "+6, jo)" 二 + 二 bo ]F (jw) 
根据 式 (3 -216)， 可 得 系统 的 频率 响应 : 
Db Go)" 二 bi Cw) "7 十 … 十 by 
a (jw)" ta jw) ta 
式 (3-217) 表 明 ， 系 统 的 频率 响应 一 般 是 取决 于 系统 方程 系数 的 (jwo) 的 有 理 分 式 ， 它 与 激 
励 、 响 应 都 无 关 。 在 时 域 分 析 中 由 系统 的 方程 求 系统 的 单位 冲 激 响应 A(z) 是 很 烦琐 的 ， 但 
如 果 考 虑 零 状态 条 件 对 方程 取 傅 里 叶 变 换 , :通过 式 (3 - 217) 先 求 得 频率 响应 函数 H (jw)， 
青 取 传 里 叶 逆 变换 求 (71) 就 变 得 非常 简便 

例 3.24 某 系 统 的 微分 方程 为 3 十 23(0) 一 /CD， 求 /(D)==eT'e (DD 时 的 零 状态 响应 y(1) 。 

解 ” 微 分 方程 两 边 取 傅 里 叶 变 换 








H(ijw) (3-217) 


joY(jw) +2Y (ja) SF) 
得 - Ca 
Kd) _ 1 
HREF + 
由 于 
二 1 
f(D=e mF (jw) = 
所 以 


1 1 ll 
GutD (Out2) jwt1l jwt2 


对 上 式 取 伟 里 叶 逆 变换 得 系统 的 零 状 态 响 应 
pn i (3—-218) 


例 3.25 如 图 3.36(a) 所 示 电 路 ，R==1Q，C==1F， 以 u.(1) 为 输出 ,， 求 其 单位 冲 激 响 
应 hh(2)。 








YGw)=H(Ow) Fw) 





em 
R 





+ + + 


OW cE Vio) 











(a) (b) 
图 3.36 例 3.25 图 
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解 ” 画 电路 的 频 域 模型 如 图 3. 36(b) 所 示 ， 由 图 可 得 








1 
UD jc _ 下 
i dl RF joti 
jwC 
对 上 式 做 傅 里 叶 逆 变 换 得 系统 的 冲 激 响 应 
请 (D 一 ere(D) (3 一 219) 


3.8.3 周期 信号 激励 下 系统 的 响应 


周期 信号 的 定义 域 是 (一 c"，c==)， 因 此 当 周 期 信号 作用 于 系统 时 ， 可 认为 信号 是 在 上 
二 一 “时刻 接 人 系统 的 。 因 而 在 有 限时 刻 考虑 系统 响应 > 系统 的 响应 就 只 存在 稳 态 响 


通常 所 过 到 的 周期 信号 都 满足 犹 里 赫 利 条 件 ， 因 政 入 可 以 将 它 分 解 为 传 里 叶 级 数 。 这 
样 ， 周 期 信号 可 看 作 由 一 系列 谐 波 分 量 所 组 成 。 痕 据 僵 加 定理 ， 周 期 信号 在 系统 中 产生 的 
响应 ， 等 于 各 谐 波 分 量 分 别 单独 作用 时 所 产生 的 响应 之 和 。 如 果 能 求 出 系统 的 频率 响应 
刀 (jo)， 那么 利用 式 (3 - 215) 便 可 求 得 各 谐 波 单独 作用 时 所 产生 的 响应 。 最 后 ， 将 各 个 响 
应 又 加 起 来 ， 就 得 到 周期 信 号 作用 下 系统 的 稳 态 响 应 。 

根据 式 (3 -31) ， 用 其 发 成 入 所 从 (可 展 成 指数 形式 的 传 里 叶 级 数 ， 即 





广 (D 一 2 Ga (3 — 220) 
根据 式 (3 -210)， 系统 的 响应 为 Be 
> yD = hh 袍 铅 = 安 F,Lh() x er 
根据 式 (3 -2119， 上 式 可 写 为 
yD 一 AD)x 六 (0 = DF,H nN ee (3 -221) 


式 (3 -221) 说 明 ， 在 复 振幅 为 忆 ,， 在 角 频 率 为 nQ 的 虚 指 数 函 数 e" 作用 下 ， 系 统 的 响应 
是 系数 为 F,H (jnQ) 的 同 频 率 的 虚 指 数 函 数 。 知 道 了 周期 信号 /+ (7) 的 指数 形式 傅 里 叶 级 
数 和 系统 的 频率 响应 ， 就 可 按 式 (3 - 221) 很 方便 地 计算 出 系统 的 稳 态 响应 。 

当然 ， 周 期 激励 信号 f+(z) 还 可 根据 式 (3 -213) 展 成 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 ， 即 





f(t) = 们 + DAscos(nQi + g,) (3=222) 
人 
根据 欧 拉 公式 ， 上 式 可 转化 为 
(= 争 十 二 > Aer er 十 十 2 A em (3 — 223) 
mt pe 


根据 式 (3 -210) 和 式 (3 -211)， 可 得 系统 的 响应 为 
关 扩 三 学 Ho) 去 入 A,erH(jnQ)ero 十 一 DA em HC jin) em 
et a 


由 于 HGn2)==|HGn@) le ,有 和 且 |H( 一 jnQ)|==|HGn0)|, 90( 一 nQ) 二 一 9(nQ)， 故 上 
式 可 写 为 











六 (0 = 


OHO) 秆 二 DA | HGn0Q) | er en 
gt 


十 诗 A. Em | H(inQ) | ei eo 
"=1 
根据 欧 拉 公式 ， 上 式 可 继续 改写 为 
y(t) = 全 HO) 十 之 4 | HOGnQ) | cos [nQt + gp, +t 0nd)] (3=224) 


式 (3-224) 说 明 ， 直 流 分 量 产生 的 响应 仍 是 直流 分 量 ， 只 是 扩大 了 五 (0) 倍 ， 角 频率 为 nQ 
的 n 次 谐 波 产 生 的 响应 仍 是 同 频率 的 基本 信号 ， 只 是 振幅 扩大 了 | HGn0) | ， 相位 在 原 相 
位 基础 上 附加 上 bz2)。 知 道 了 周期 信号 fr(1) 的 三 角形 式 傅 里 叶 级 数 和 系统 的 频率 响应 ， 
也 可 按 式 (3 - 224) 很 方便 地 计算 出 系统 的 稳 态 响应 。 ， 

例 3.26 某 线性 时 不 变 系统 的 |HGw) | 和 wo) 如 图 3. 六 新 示 ， 若 /(1)==2 十 4cos 51 十 
4cos 101， 求 系统 的 响应 。 





图 各 3 澡 3.26 图 
显然 是 周期 信号 ， 其 甘 波 角 频 率 为 O 一 5rad/s。 
解法 一 “” 傅 里 叶 变 换 法 。 

对 Fi) 求 傅 里 叶 变换 ， 有 





解 信号 YC 





FOjw)=4x6(w) 4r[d(w—5)+o(w+t+5)] 二 4r[d(w—10) 二 6(w+10)] 
根据 式 (3 -216)， 有 
H(ijw)=|HGw | ex” 
所 以 
YOw)=FGw) HOw)=4n0(w)H(O0)+A4r[LO(w—5)HG5)+6(w+t+5)H(—j5)] 
十 4x [6(w—10)HG10)+6(w+t+10)H(—j10)] 
一 4r6(w) 十 4r [一 j0. 58(w 一 5) 十 j0. 56(w 十 5)] 
对 上 式 求 傅 里 叶 逆 变换 得 系统 的 响应 
yD)=F! [Y(jo)] =2+2sin(5) (3 一 225) 
解法 二 ” 傅 里 叶 级 数 法 。 
依 题 知 /2) 的 表达 式 是 三 角形 式 的 傅 里 叶 级 数 。 由 图 3. 37 可 知 
H(O)=1, HG5)=0. 5e **, HOG10)=0 
根据 式 (3 -224) 可 求 得 系统 的 响应 
y(i) 一 2 十 4X0. 5cos(51—0. 5x) 一 2 十 2sin 5 (3 一 226) 
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见 ， 信 号 /(4) 经 过 系统 后 ， 直 流 分 量 不 变 ， 基 波 分 量 的 幅度 衰减 为 原来 的 一 半 ， 且 
相 移 90"， 二 次 谐 波 分 量 完全 被 滤 除 。 


3.8.4 无 失真 传输 


- 般 情况 下 ， 系 统 响 应 的 波形 与 激励 的 波形 不 相同 ， 信 号 在 传输 过 程 中 将 产生 失真 。 

线性 系统 引起 的 失真 是 由 两 方面 因素 造成 的 : 一 方面 是 系统 对 信号 中 各 频率 分 量 幅度 
产生 不 同 程度 的 衰减 ， 使 响应 各 频率 分 量 的 相对 幅度 产生 变化 ， 引 起 幅度 失真 ， 另 一 方面 
是 系统 对 各 频率 分 量 产生 的 相 移 不 与 频率 成 正比 ， 使 响应 的 各 频率 分 量 在 时 间 轴 上 的 相对 
位 置 产生 变化 ， 引 起 相位 失真 。 
必须 指出 ， 线 性 系统 的 幅度 失真 与 相位 失真 都 不 产生 新 的 频率 分 量 。 而 对 于 非 线性 系 
统 则 由 于 其 非 线 性 特性 对 于 所 传输 的 信号 会 产生 非 线性 失真 ， 所 以 可 能 产生 新 的 频率 
分 量 。 
在 实际 应 用 中 ， 有 时 需要 利用 系统 进行 波形 变换 ， 这 时 必然 产生 失真 。 而 有 时 则 希望 
传输 过 程 中 信号 失真 最 小 。 下 面 讨论 线性 系统 无 失真 传输 的 条 件 。 

所 谓 信号 无 失真 传输 是 指 系统 的 输出 信和 号 与 输入 信号 相 比 ， 只 有 幅度 的 大 小 和 出 现时 
间 先 后 不 同 ， 而 没有 波形 上 的 变化 s 设 输入 信号 为 7(()， 经 过 无 失真 传输 后 ， 输 出 信号 
应 为 


























(0 一 天 FC 一 二 (3-227) 
即 输出 信号 >(o) 的 幅度 是 输 太 信号 的 KK 倍 ， 而 且 比 输入 信号 延迟 了 mu 秒 。 设 输出 信号 y 
(4) 的 频谱 函数 为 Yliw), 输入 信 (4) 的 频谱 商 数 为 RGw)， 对 式 (3 - 227) 取 传 里 时 变 
换 ， 根据 时 各 特性 可 条， 输出 与 输入 入 号 频 谱 之 间 的 关系 为 





YOjw)= Ke Fw) (3 -228) 
由 式 (3 -228) 可 见 ， 为 了 使 信号 传输 无 失真 ， 系统 的 频率 响应 函数 应 为 
H(jw)=Ke ™ (3 一 229) 
其 幅 频 特 性 和 相 频 特 性 分 别 为 
[HGw |=K 
(3—-230) 
0(w)=—wta 


式 (3- 229) 和 式 (3- 230) 就 是 为 了 使 信号 无 失真 传输 而 对 频率 响应 函数 提出 的 要 求 ， 即 在 
全 部 频带 内 ， 系 统 的 幅 频 特性 | 如 (jio) | 应 为 一 个 常数 ， 而 相 频 特性 09(w) 应 为 过 原点 的 直 
线 。 无 失真 传输 的 幅 频 、 相 频 特 性 如 图 3. 38 所 示 。 

IAGio)] 








图 3.38 无 失真 传输 系统 的 幅 频 特性 和 相 频 特性 














上 述 是 信号 无 失真 传输 的 理想 条 件 。 当 传输 有 限 带宽 的 信号 时 ， 只 要 在 信号 占有 频带 
范围 内 ， 系 统 的 幅 频 、 相 频 特性 满足 以 上 条 件 即 可 。 

由 于 系统 的 冲 激 响 应 h(4) 是 频率 响应 有 H(jw) 的 侍 里 叶 北 变换 ， 因 此 对 式 (3 - 229) 取 传 
里 叶 逆 变换 ， 得 




















h(t)=KO(—t) 《3 一 2317 
式 (3-231) 是 无 失真 传输 对 系统 冲 激 响 应 的 要 求 ， 即 无 失真 传输 系统 的 冲 激 响应 也 应 
是 冲 激 函 数 ， 只 是 它 是 输入 冲 激 函 数 的 K 倍 并 延迟 了 zu 时 间 。 
例 3.27 某 系统 的 幅 频 特性 | 有 H(jw) | 和 相 频 特性 90(w) 如 图 3. 39 所 示 ， 则 下 列 信号 通 
过 该 系统 时 ， 不 产生 失真 的 是 ( 》， 


A. f(1)=cos 1 十 cos 8 B. f(D)=sin 21 十 sin 47 
C. f(1)=sin 2tsin 4t D. f(t)=cos’ 村 
< 0(w) 


|Aio)| 





Na 图 3.39 例 3. 27 图， 
解 由 幅 频 特 性 和 相 频 特性 可 知 ， 该 系统 对 一 5 的 了 的 频率 分 量 可 无 失真 传输 。 
选项 A，cos 81 不 在 无 失真 传输 范围 内 故 该 信号 通过 系统 会 产生 失真 。 选 项 C， 由 


于 sin asin B=—— Hbeod(etp)—cos(g 做 传 里 叶 级 数 展开 后 存在 cos 6t， 它 不 在 无 





失真 传输 范围 内 故 该 信号 通过 系统 会 产生 失真 。 选 项 D， 由 于 cos acos B= 让 [cos (atpB)+ 


cos(a 一 B)]， 做 传 里 叶 级 数 展开 后 存在 cos 8:， 故 该 信号 通过 系统 会 产生 失真 。 只 有 选项 BB 
表示 的 信号 可 以 无 失真 地 通过 该 系统 。 


3.8.5 理想 低 通 滤波 器 


在 实际 应 用 中 ， 常 常 希望 改变 一 个 信号 的 频率 成 分 ， 提 取 或 增加 所 和 希望 的 频率 分 量 ， 
滤 除 或 减少 不 希望 的 频率 分 量 ， 这 个 工程 称 为 信号 的 滤波 。 按 照 允许 通过 的 频率 分 量 划 
分 ， 滤 波 器 可 分 为 低 通 、 高 通 、 带 通 、 带 阻 等 几 种 。 

具有 如 图 3. 40 所 示 幅 频 、 相 频 特 性 的 系统 称 为 理想 低 通 滤波 器 。 它 将 低 于 某 一 角 频 
率 w. 的 信号 无 失真 地 传送 ， 而 阻止 角 频 率 高 于 w. 的 信号 通过 ， 其 中 w. 称 为 截止 角 频 率 。 
信号 能 通过 的 频率 范围 称 为 通 带 ， 信 和 号 被 阻止 通过 的 频率 范围 称 为 止 带 或 阻 带 。 

设 理想 低 通 滤波 器 的 截止 角 频 率 为 w,， 通 带 内 幅 频 特 性 | 互 (jo)| 王 1， 相 频 特 性 
gb(w) 王 一 of ' 则 理想 低 通 滤波 器 的 频率 响应 可 写 为 
e—jwts, |w|<w. 
0, lo|>o. 
=g2 (we m4 (3—232) 











H(iw)= 
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图 3.40 理想 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 和 相 频 特性 
1. 理想 低 通 滤波 器 的 冲 激 响应 


系统 的 冲 激 响应 是 频率 响应 函数 及 (jw) 的 传 里 叶 逆 变换 ， 因此， 理想 低 通 滤波 器 的 冲 
激 响应 为 e 
h(t)==F 十 [gz (0) es] 


由 于 
sDemise[ 早 ] 
根据 傅 里 叶 变换 的 对 称 性 ， 可 知 
ye 
二 Sa) 
令 主 =w.， 得 ,< 


8G D go, (w) 
再 由 时 移 特 性 得 理想 低 通 滤波 器 的 冲 激 响应 为 
AD 一 符 Sa [w(t 一 44)] (3—233) 
其 波形 如 图 3. 41 所 示 。 由 图 可 见 ， 理 想 低 通 滤波 器 冲 激 响应 的 峰值 比 输入 的 38047) 延迟 了 
4， 而 且 输 出 脉冲 在 其 建立 之 前 就 已 出 现 。 对 于 实际 的 物理 系统 ， 当 1 二 0 时 ， 输 入 信号 尚 


未 接 人 ， 当 然 不 可 能 有 输出 。 这 里 的 结果 是 采用 了 实际 上 不 可 能 实现 的 理想 化 传输 特性 导 
致 的 。 





二 





图 3.41 理想 低 通 滤波 器 冲 激 响应 的 波形 











2. 理想 低 通 滤波 器 的 阶 跃 响应 


设 理想 低 通 滤波 器 的 阶 跃 响应 为 g&(0)， 它 等 于 冲 激 响 应 A(:) 与 单位 阶 跃 函数 的 卷 积 积 
分 ， 即 








g(1) 一 AGOD) x elt) [ a | we sin [we(r— tg, 


区 we (TO— 14) 
令 we(r 一 44) 二 +， 则 wdr 王 dr， 令 积分 上 限 为 +.，z. 二 w.(1 一 ts)， 进 行 变量 代 换 后 得 


g(t) | Su | 和 dz 十 i[ SDE (3—234) 
nT 一 : n a 


= L 











由 于 5 二 是 偶 函 数 ， 故 





1 [ sin zxdv = 1 | sin zo el (2 
| 中 2 


Fd 
称 函 数 sin 二 的 定 积分 为 正 艾 积分 ， 表 示 为 Si(y) 污 即 - 
Si = azan (3-236) 
于 
其 函数 值 可 以 从 正弦 积分 表 中 查 得 = 将 式 (3- 235) 和 式 (3 - 236) 代 入 式 (3- 234)， 得 
理想 低 通 滤波 器 的 阶 夏 响应 为 ss | 
革 = +L] (3 -237) 
理想 低 通 滤波 器 阶 唉 响应 的 波形 如 图 42 所 示 。 由 图 可 见 ， 理 想 低 通 滤波 器 的 阶 
跃 响应 和 输入 的 阶 跃 函 数 相 比 有 明显 的 失真， 它 不 像 阶 跃 函数 那样 陡 直 上 升 ， 而 且 在 
(一 cc，co) 区 间 就 已 出 现 ， 这 同样 是 采用 理想 化 频率 响应 所 致 。 理 想 低 通 滤波 器 阶 跃 响 


应 的 延迟 时 间 为 4 。 阶 跃 响应 的 最 小 值 出 现在 羽 一 过 时 刻 ， 最 大 值 出 现在 有 十 过 阶 跃 响 
应 从 最 小 值 上 升 到 最 大 值 所 需 时 间 称 为 上 升 时 间 7.， 4 下 可 见 理想 低 通 滤波 器 的 截止 


角 频 率 w. 越 低 ， 阶 跃 响应 g(t) 上 升 越 缓慢 。 令 B= 从 = 十， 表示 滤波 器 带宽 ( 即 截止 频 


率 )。 由 此 可 得 到 一 个 有 用 的 结论 ， 理想 低 通 滤波 器 阶 跃 响应 的 上 升 时间 与 系统 的 带宽 成 
反比 。 
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Fe 


3.42 理想 低 通 滤波 器 阶 跃 响应 的 波形 





第 3 章 ” 傅 里 叶 变 换 与 系统 的 频 域 分 析 








当 从 某 信 号 的 傅 里 叶 变 换 恢 复 或 逼近 原 信号 时 ， 如 果 原 信号 包含 间断 点 ,那么 ， 在 各 
间断 点 处 ， 其 恢复 信号 将 出 现 过 冲 ， 这 种 由 频率 截断 效应 引起 的 振荡 现象 称 为 吉 布 斯 现 
象 。 只 要 ww. 二， 则 必 有 振荡 。 将 理想 低 通 滤波 器 第 一 个 极 大 值 所 处 时 刻 十 站 代入 
式 (3 -237)， 得 阶 跃 响应 的 最 大 值 为 

Brarx =0. 5 二 Si(x)/r=1. 0895 
其 过 冲 比 稳 态 值 高 约 9%。 
虽然 理想 低 通 滤波 器 是 物理 不 可 实现 的 ,但 传输 特性 接近 于 理想 特性 的 电路 却 不 难 构 








成 。 图 3. 43(a) 所 示 是 一 个 二 阶 低 通 滤波 器 ， 其 中 R= E. 电路 的 频率 响应 函数 为 











1 
DT 
Hw) = 下) RtioC & 1 
Ui Gw) joL 十 了 二 1 一 weLC+jo 攻 
二 5C 
考虑 到 及 \ 狼 ， 并 令 夫 止 角 频率 w_ 上 式 可 与 为 
OC 1 a a 
"nn (3-238) 
er pe w. Xx 和 
其 幅 频 和 相 频 特 性 分 别 为 “ NSN7 
1HUoj[= 一 一 一 一 (3-239) 
4 
2 
0(w)=—arctan {ey (3 -240) 
1_ (2 








图 3.43(c)、 图 3.43(d) 分 别 画 出 了 该 电路 的 幅 频 特性 和 相 频 特性 。 在 wo= 士 w 处 ， 
14(tjw1= 塘 ， 0( 士 o) 一 干部 。 由 图 可 见 ， 图 3. 43(a) 电 路 的 幅 频 、 相 频 特 性 与 理想 低 








通 滤波 器 相似 。 实 际 上 ,电路 的 阶 数 越 高 ， 其 幅 频 、 相 频 特性 越 接近 理想 特性 。 对 
图 3.43(a) 所 示 电 路 的 频率 响应 函数 做 传 里 叶 逆 变换 ,可 求 出 系统 的 冲 激 响应 为 


2we _- . 
AMO 一 人 Fsin ($0 (3—241) 


图 3.43(b) 画 出 了 图 3. 43(a) 所 示 电 路 的 冲 激 响应 ， 也 与 理想 特性 相似 。 不 过 ， 这 里 的 响 
应 是 从 1=0 开始 的 , 在 :0 时, h(z) 二 0， 这 是 由 于 图 3.43(a) 所 示 电 路 是 物理 可 实现 的 。 
为 了 能 根据 系统 的 幅 频 、 相 频 特 性 或 冲 激 响 应 、 阶 跃 响应 判断 系统 是 否 是 物理 可 实现 
的 , 需要 找到 物理 可 实现 系统 所 应 满足 的 条 件 。 

















(a) 二 阶 电路 


IAG]| 
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-& ol 中 V4 ~ 





(© 幅 频 特性 (d) 相 频 特性 
图 3.43 二 阶 低 通 滤波 器 的 特性 
就 时 域 特性 而 言 ,六 个 物理 可 实现 的 系统 , 其 冲 激 响应 和 阶 跃 响应 必须 满足 
hr)=0, t=0 
g(P)=0, t=0 


(3 一 242) 
即 响应 不 应 在 激励 作用 之 前 出 现 。 
就 频 域 特性 来 说 , 佩 利 (Paley) 和 维 纳 (Wiener) 证 明了 物理 可 实现 系统 的 幅 频 特性 必 
须 满足 





| IHGw |:*do 一 = (3 一 243) 
并 且 满 足 
ln |HGo)|| ee ey 
[ TT di (3—244) 





式 (3 -244) 称 为 佩 利 - 维 纳 准 则 。 从 该 准则 可 以 看 出 ， 对 于 物理 可 实现 系统 ， 其 幅 频 
特性 可 在 某 些 孤立 频率 点 上 为 零 ， 但 不 能 在 某 个 有 限 频 带 内 为 零 。 


3.9 采样 定理 





采样 定理 论述 了 在 一 定 条 件 下 ， 一 个 连续 信号 完全 可 以 用 离散 样本 值 表示 。 这 些 样 本 
值 包含 了 该 连续 信号 的 全 部 信息 ， 利 用 这 些 样 本 值 可 以 恢复 原 信号 。 可 以 说 ， 采 样 定理 在 
连续 信号 与 离散 信号 之 间架 起 了 一 座 桥梁 ,为 其 互相 转换 提供 了 理论 依据 。 




















3.9.1 信号 的 采样 加 站 巡回 


所 谓 采 样 就 是 利用 采样 脉冲 序列 :(4) 从 连续 信号 /(z) 中 “抽取 ”一 系 站 
列 离 散 样 本 值 的 过 程 。 这 样 得 到 的 离散 信号 称 为 采样 信号 。 它 是 对 信号 进 【信和 号 的 采样 】 
行 数 字 处 理 (图 3. 44) 的 第 一 个 环节 。 如 图 3. 45 所 示 的 采样 信号 /.() 可 写 
为 





























f(t)=f(4)s(t) (3= 40) 

式 中 ,采样 脉冲 序列 (7) 又 称 开关 函数 。 如 果 其 各 脉冲 间隔 的 时 间 相 同 ， 均 为 了,， 就 称 为 
旬 匀 采样 。T, 称 为 采样 周期 或 采样 间隔 ， 广 =1/T, 称 为 采样 频率 或 采样 率 ，w 一 2r/T， 
如 果 FPCOeF(jio)，x*COe>S(jw)， 则 由 频 域 卷 积 定理 得 采样 信号 人 (2) 的 频谱 函数 为 




















已 (io 一 去 FUjo) * So (3—246) 
AU) J A/D JU 数字 月 D/A 
基 化 编码 滤波 器 转换 器 一 X0 
s(n) 
图 3.44 数字 处 理 过 程 
/OD st?) 
验 六 x 1 
一 一 1 1 | 
0 t 0 i 
(a) 连续 信号 (b) 采 样 脉冲 序列 
SD 
了 /0 A 
s(n) 
ol LT 27 3D 到 





(©) 采样 信号 (d) 采样 模型 
图 3.45 信号 的 采样 
1. 冲 激 采 样 
若 采 样 脉冲 序列 s(4) 是 周期 为 了 .的 冲 激 函数 序列 + (1)， 则 称 为 冲 激 采 样 。 由 
式 (3 -199) 可 知 ， 冲 激 序 列 6r (7) 的 频谱 函数 也 是 周期 冲 激 序 列 ， 即 
s(t) = 67. (1) = 847. )*SCo) 一 内 PC ) (3—247) 
式 中 , w. 二 2x/T,。 冲 激 序列 及 其 频谱 如 图 3 3.46(b) 和 图 3. 46(e) 所 示 。 














如 果 Az) 的 频带 是 有 限 的 ， 即 /(4) 的 频谱 只 在 区 间 ( 一 w,，w) 为 有 限 值 ， 而 其 余 区 
间 为 零 ， 这 样 的 信号 称 为 频带 有 限 信 号 ,简称 带 限 信号 ，f (7) 及 其 频谱 如 图 3. 46(a) 和 
图 3. 46(d) 所 示 。 
由 式 (3 -245) 得 采样 信号 大 (2) 为 
六 (0 = f(t)6r 0) 一 之 foT， )6(G 一 2T.) (3—248) 
设 f(DFGw)， 将 式 (3 -247) 代 入 式 (3 - 246) 可 求 得 采样 信号 f.() 的 频谱 函数 为 


F.(jw)= 去 F (jw) * us6。(w) 一 二 > F(jio)x*s(o 一 加 ,) 
《3 二 2 和 


三 元 去 之 F[j(w— nw.)] 


冲 激 采样 信号 PE aa 46(o) 和 酸 8 人 (所 示 。 由 图 3.46(f) 和 
式 (3 -249) 可 知 ， 采样 信号 f,(7) 的 频谱 下， (jw) 是 由 原 信 号 频谱 下 (jo) 的 无 限 个 频 移 项 组 


成 的 ， 其 频 移 的 角 频率 分 别 为 ww. (n 二 0， 十 ks ES … )， 其 幅 值 为 原 频谱 的 到。 
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I -27-70 7T2K 了 > 227T-TOT27 1 
\ 一 (b) Eg (©) 
SUO) Rdw) 
分 UT, 
” a i A 
Pe 1 1 Pe 
w -0w, O 人 w 0, -OO WV, OU w 
(e) (人 
图 3.46 冲 激 采 样 


由 采样 信号 /7 的 频谱 F,jiw) 不 难 发 现 ， 如 果 >2w。( 即 /. 之 2 或 了 ,三 天 -)， 这 


时 其 频谱 不 发 生 混 大 ， 因 此 能 设法 (如 利用 低 通 滤波 器 ) 从 FF.(jw) 中 取出 FGw)， 即 从 f.(1) 
中 恢复 原 信号 (4) 。 否 则 将 发 生 混 生 ， 而 无 法 恢复 原 信和 号。 可见 ， 为 了 不 发 生 频 谱 混 番 ， 
必须 满足 w. 宇 2w。 








2. 矩形 脉冲 采样 
车 采样 脉冲 序列 s(z) 是 幅度 为 1， 脉 宽 为 r(z<T.) 的 单位 矩形 脉冲 序列 pr (1)， 如 
图 3.47(b) 所 示 ， 则 由 式 (3 -206) 知 ,采样 脉冲 序列 *(z) 的 频谱 函数 为 
S(jw) = Te sa (Fj mm,) (3 一 250) 


设 fF(D)*>F(Gow)， 将 式 (3 -250) 代 入 式 (3 -246)， 可 求 得 采样 信号 f.(7) 的 频谱 函数 为 

















F.(jw) = 直 F (jw) * S(jw)= 全 bp sa (SF mw,)] (3—251) 


2 
图 3.47 画 出 了 矩形 脉冲 采样 信号 及 其 频谱 。 
比较 式 (3 - 249) 和 式 (3-251)， 以 及 图 3. 46(f) 与 图 3. 47(f) 可 知 ， 经 过 冲 激 采 样 或 矩 
形 脉冲 采样 后 ， 其 采样 信号 /. (7) 的 频谱 相似 。 因 此 ， 当 w. 宇 2w, 时 ， 和 矩形 脉冲 采样 信号 
的 频谱 F.(jw) 也 不 会 出 现 混 到 ,从 而 能 从 采样 信号 f.(7) 中 恢复 原 信号 jz) 。 














f0. s(D) sO 
1 
0 D7-TOT2T TT DI-TOT2T + 
(a) (b) (c) 
stiw) 
Fljw) 2nr 
二 1 人 
2 / iS 
小江 
Oo TO AT VE 
(d) = 名 
图 3.47 和 矩形 脉冲 采样 
3.9.2 ”时 域 采样 定理 | 
有 名 了 
时 域 采 样 定理 可 表述 如 下 。 回 
-个 频谱 次 区 间 ( 一 w。，w ) 以 外 为 鹤 的 频带 有 限 信号 /C1)， 可 唯一 地 [时 分 复 用 】 


由 其 在 均匀 间隔 工友 -上 的 样 点 值 /(nT.) 确 定 ， 


需要 说 明 的 是 ,为 了 能 从 采样 信号 f.(7) 中 恢复 原 信号 (7)， 必 须 满 足以 下 两 个 条 
件 。@ Fo) 必 须 是 带 限 信号 ， 即 其 频谱 函数 在 |w| 二 w 各 处 为 零 ，@ 采样 频率 不 能 太 低 ， 
必须 满足 .三 2f,， 或 者 说 ,采样 间隔 不 能 太 大 ， 必 须 满足 T 过 1/(2/)， 和 否则 将 发 生 频 
谱 混 释 。 通 常 将 最 低 允许 的 采样 频率 f. 二 2f 称 为 奈奈 斯 特 (Nyquist) 频 率 ， 将 最 大 允许 
的 采样 间隔 T. 二 1/(2f', ) 称 为 奈奈 斯 特 间 隔 。 

当 w, 宇 2w。 时 ， 将 采样 信号 族 (D) 通 过 下 面 的 理想 低 通 滤 波 器 
T., |w|<w. 


(3 -252) 
0, |w|>ow. 


Hw=| 


其 截止 角 频 率 w. 取 ww 三 w, 一 ws， 有 
F(jw)=F.(jw)* HOw) /0)=f.0) *h() (3—253) 
即 可 由 采样 信号 f.(7) 恢 复原 信号 f(1)。 


3.9.3 频 域 采 样 定理 
根据 时 域 与 频 域 的 对 偶 性 可 推出 频 域 采 样 定理 。 频 域 采样 定理 可 表述 如 下 。 











如 ) 以 外 为 0 的 时 限 信号 /xz) 的 频谱 函数 F(jo) 可 唯一 地 由 其 在 均匀 频率 间 


域 区 间 ( 一 4 ， 
隔 f. [f. 二 1/2t。]」 上 的 样 值 点 F(jnw,) 确 定 。 


小 结 

本 章 主 要 描述 了 连续 时 间 信 号 与 系统 的 频 域 分 析 方法 ， 依 次 介绍 了 连续 时 间 周期 信号 
的 傅 里 叶 级 数 表示 法 ,连续 时 间 非 周期 信号 的 传 里 叶 变 换 表示 法 ， 传 里 叶 变 换 的 若干 性 
质 ， 周 期 信号 的 傅 里 叶 表 示 法 ， 以 及 在 频率 域 中 如 何 分 析 连 续 时 间 信 号 与 系统 ， 最 后 介绍 





了 连续 时 间 信号 与 离散 时 间 信 号 的 桥梁 一 一 采样 定理 。 
习 题 三 


3.1 求 下 列 周期 信号 的 基 波 角 频 率 0 和 周期 了 > 


joo TT 
(De C2) cbs [#¢ 3)] 


(3) cos 21+sin 47 (4)cos 2rt 十 cos 3rt 十 cos 5nt 


(5) cos 开 ! 十 sin TL EE (6)cos Sitrbs 工 / Hcos £1 
2 2 Vx) 3 5 
3.2 图 3. 48 所 示 汶 4 个 周期 相同 的 信号 吕 


(1) 用 直接 求 傅 里 叶 系 数 的 方法 求 图 3 448(a) 所 示 函 数 的 傅 里 时 级 数 (三 角形 式 ) 。 
(2) 将 图 站 48( 人 的 函数 广 (0) 左 (或 看 ) 移 亏 ， 就 得 图 3. 48(b) 的 函数 f;(1)， 利用 (1) 


的 结果 求 f(t) 的 傅 里 叶 级 数 。 
(3) 利用 以 上 结果 求 图 3. 48(c) 的 函数 f; (1) 的 傅 里 叶 级 数 。 
(4) 利用 以 上 结果 求 图 3. 48(d) 的 函数 f1(4) 的 傅 里 叶 级 数 。 











AO) JAD 
1 1 
2 -也 Z| 
和 t = t 
2 2 2 2 
(a) (b) 
AD JAD 
1 1 
人 人 . , 了 
2 和 党 
2 2 2 2 
(9) (d) 
图 3.48 题 3.2 图 











3.3 利用 奇偶 性 判断 图 3. 49 所 示 各 周期 信号 的 傅 里 叶 级 数 中 所 含有 的 频率 分 量 。 
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1 1 
- 
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(a) (b) 
BA) 
1 
下 a 
2 2 
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图 3.49 题 3.3 图 
3.4 将 图 3.50 所 示 周 期 信号 Yt) 展开 成 傅 里 叶 级 数 。 
/0 








9 
ta 上 
所 二 


图 3.50 题 3.4 图 
3.5 已 知 周期 电压 








ui) 一 2 十 3sin St dcos Ft2eos( 


试 分 别 画 出 其 单 边 、 双 边 的 振幅 与 相位 频谱 。 
3.6 计算 下 列 信 号 的 全 里 叶 变 换 。 
(1) f1(D)=e'sgn(3—21) 


下 60j+sa[ 至 +45"】 
3 3 





= 『e-au=D 
(2) f(D) = [e e(D)] 


(3) fs (1) =ee(—t+1) 
cos 字 ， It|=<1 
(4) fi (0)= 2 


vo» Jsl>1 











医术 
(5) f(D =zF7 


3.7 若 Fiz) 为 虚 函 数 ， 且 FF [Fo)] ==FOjw)==R(w) 十 jX(w)， 试 证 : 
(1) R(w)=—R(—w), X(w)=X(—w) 

(2) F(—jw)=—F" (jw) 

3.8 已 知 频谱 F(jo)= [e(w) 一 e(w 一 2)] e-”, 求 原 函 数 f(1)。 

3.9 已 知 FGw) 二 F [f(t)]， 试 求 下 列 各 式 的 傅 里 叶 变 换 。 


df(D ,1 
全 dl x 


(2) D/A) 
3.10 已 知 Fljw)=F [f(D], 求 [Tevar 的 传 里 叶 变 换 。 


3.11 如 图 3.51 所 示 信 号 F(D) ， 其 傅 里 叶 变 换 SP(jo) = FLF(z], 求 ， 
(1)F(0) aN 


(2) | F(jow)dw AN 





图 3.51 题 3.11 图 
3.12 求 图 3. 52 所 示 各 信号 的 傅 里 叶 变 换 。 
GD JAD 





图 3.52 题 3.12 图 











3.13 如 图 3. 53 所 示 信 号 /(z) 的 频谱 函数 为 F(jw)， 求 下 列 各 值 (不 必 求 出 F(jw) ) 。 
(1) F(0) = F(jw) |,, 


(2) | Fljw) dw 
G) | [FCGw) |*dw 


3. 14 一 个 周期 为 了 的 周期 信号 /(1), 已 知 其 指数 形式 的 传 里 叶 系 数 为 F,， 求 下 列 


周期 信号 的 传 里 叶 系 数 。 


(1) fi1(D)=f(—40) 
(2) f(D))=/(—0) 
2 





(3) f;(1)= 
(4) 2 a>0 

3.15 已 知 信号 / (7) 如 图 3.54 所 示 , 其 傅 里 叶 变换 (jw) 二 FL[f(1)], 求 
| FGjo) See “dw 。 - 一 





dh 





图 3.53 题 3.13 图 图 3.54 题 3.15 图 


3.16 车 如 图 3.55(a) 所 示 信 号 fi) 的 傅 里 叶 变换 为 F(jo)=RCo) 十 jiz(o)， 求 


图 3. 55(b) 所 示 信 号 >(z) 的 傅 里 叶 变换 Y(jw) 。 





DO f(D 
2 
1 
上 站 
1 II 1 
(a) (b) 


图 3.55 题 3.16 图 


3.17 已 知 信号 f(7) 的 伟 里 叶 变 换 为 FGjw), 求 下 列 信 号 的 依 里 叶 变 换 。 
(1) f(Deos [3(: 一 4)] 
(C2902— 3 (8) 


| (2r 一 2)dr 











3.18 求 下 列 频谱 函数 F(jow) 的 傅 里 叶 逆 变换 /(7)。 
(1) F(jw)=2e(1—w) 


2sinw 





(2) F(jw)= 


cos 5w 


(3) ROG) — mob6) 
w 


十 加 
3.19 利用 常用 信号 的 传 里 叶 变换 和 传 里 叶 变换 性 质 ， 证 明 : 


Ms 
(1) i dz 2 


(2) 下 (中 =] a = 
3. 20 某 线性 时 不 变 系统 的 频率 响应 有 (jw) 一世 二] | 车 输入 (4) 二 sin 1， 求 系统 的 


输出 y(7) 。 NN 
3.21 如 图 3.56(a) 所 示 系 统 ， 已 知 带 通 滤波 器 的 幅 频 响应 如 图 3. 56(b) 所 示 ， 其 相 


频 特性 p(w) = 二 0， 若 输入 为 0D 一 到 2， XGO 三 cos 10001， 求 输出 信号 y(1) 。 
auo)| 
带 通 滤 yy we 
K I 二 1 

9 | -1000 序 1000 
ZTE 1001 999” 0 9%99 1001 0 
\ oS (b) 
YY 图 3.56 题 3.21 图 








3. 22 ” 某 线性 时 不 变 系统 的 幅 频 响应 | 互 (Gjw) | 和 相 频 响应 p(w) 如 图 3. 57 所 示 。 若 激励 
it) 一 1 十 D3 汪 cos nt， 求 该 系统 的 响应 y(1) 。 


Jao)| 


(a) 





图 3.57 题 3.22 图 
3.23 如 图 3. 58 所 示 系 统 , 已 知 
2e *, |w|<1.5rad/s 


f(2)=1+eos 1 十 cos 2t, s(t)=co0s 21, H(jw)= 
0, |w|>1. 5rad/s 


求 系统 的 输出 y(1)。 











9 Fiw) 


BA) 


s(D) 
图 3.58 题 3.23 图 


3.58 所 示 系 统 , 已 知 /(1) = Be, 一 之 1 之 0, s(t) = cos ti 














3.24 如 图 
i lol<1.5rad/s, 求 输出 y(t) 。 
Oy |w| > 1. 5rad/s 
3.25 某 线性 时 不 变 系统 的 频率 响应 函数 
es， —6rad/s<w<Orad/s 


e 和 这， Orad/ so 6rad 人 s 


| 
0，ow<< 二 6rad/s 和 w>6rad/s 


当 激励 0D 一 5 Seos 5 时 ， 求 系统 的 输出 YD 
XY jl l 

9 1 ， lw|=3rad/s 

8,26 某 线 性 时 不 变 系统 己 知 其 系统 西数 Heo) 一 ”3 115d/s， 输入 
~ C Wx 0, |w|>3rad/s 


信号 /(2) = D3er(0 7 0 = lrad/s ， 深 谈 条 统 的 输出 y(D)。 


| Hjw) 


= 0 3 0w 


图 3.59 题 3.26 图 
节 信 号 /2z) 的 最 高 频率 为 100Hz， 若 对 下 列 信 号 进行 时 域 采样 ， 求 最 小 





3.27 有 限 频 痢 
(4) JW+F 





采样 频率 广 。 
(1) /30) (2) f* (2) (3) Co) * /27) 
3.28 有限 频带 信号 f(1)==5 十 2cos 2xfit 十 cos 4xf1t， 其 中 用 =1kHz, 用 f.=5kHz 


的 冲 激 函 数 序 列 6r (41) 进行 采 样 。 
(1) 画 出 AD 及 采样 信号 f.(0) 在 频率 区 间 ( 一 10kHz，10kHz) 的 频谱 图 。 


(2) 若 由 /.(4) 恢 复原 信号 ， 理 想 低 通 滤波 器 的 截止 频率 /. 应 如 何 选 择 ? 





第 4 章 
连续 时 间 系 统 的 
复 频 域 分 析 


傅 里 叶 变 换 在 信号 与 系统 分 析 中 占有 十 分 重要 的 地 位 ， 建 立 在 傅 里 叶 变 换 基 础 上 的 频 
域 分 析 法 不 仅 给 出 了 诸如 谐 波 分 析 、 频率 响应 、 频 带宽 度 、 频 谱 搬移 、 滤 波 和 波形 失真 等 
信号 分 析 、 处 理 方面 的 清晰 物理 意义 ， 而 且 具 有 很 强 的 工程 可 实现 性 。 

然而 ， 傅 里 叶 变 换 存 在 的 如 下 局 限 性 使 其 在 工程 上 的 应 用 受到 了 一 定 限制 。 

(1) 傅 里 叶 变 换 要 求 时间 信 号 /( 习 满足 狄 里 赫 利 条 件 并 且 绝 对 可 积 ， 但 工程 上 常 有 一 
些 信号 (如 单位 阶 跃 信号 e(t) 、 单 位 针 起 信号 ie(1)、 单 边 正弦 信号 sin wote(1) 等 ) 不 满足 绝 
对 可 积 条 件 。 虽 然 引 入 激励 函数 后 ， 从 极限 观点 看 其 倩 里 叶 变 换 也 存在 ， 但 其 频谱 中 包含 
冲 激 或 冲 激 的 导数 ,致使 变换 式 的 形式 和 运算 都 十 分 复杂 ， 其 至 有 些 信号 (如 单 边 增长 指 
数 信号 e*e (1)， a 二 0) 的 传 里 叶 变 换 根 本 就 不 存在 。 

(2) 傅 里 叶 逆 变换 需要 对 四 在 (一 cc， cc) 区间 进行 广义 积分 ， 该 积分 往往 是 十 分 困难 
的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 。 

(3) 建立 在 傅 里 叶 变 换 基 础 上 的 频 域 分 析 法 只 能 用 来 求 取 系 统 的 零 状 态 响 应 ， 而 不 能 
用 来 求 取 系 统 的 零 输入 响应 ， 系 统 零 输入 响应 的 求 取 需 另 砚 其 他 方法 。 

为 此 ， 需 要 寻求 功能 较 之 频 域 分 析 法 更 强 的 系统 分 析 方法 ， 这 就 是 本 章 将 要 介绍 的 ， 
建立 在 拉 普 拉 斯 变换 基础 上 的 复 频 域 分 析 法 。 


- 
tig 教学 要 求 
掌握 拉 普 拉 斯 变换 及 逆 变换 的 意义 ; 会 确定 象 另 数 的 收 伍 域 ; 熟练 掌握 拉 普 拉 斯 变换 


法 ;掌握 利用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 微分 方程 的 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 、 全 响应 和 系统 函 
数 的 方法 ; 理解 因果 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 与 傅 里 叶 变换 的 关系 。 
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"a 重点 与 难点 。 

1. 拉 普 拉 斯 变换 

(1) 拉 普 拉 斯 变换 及 收敛 域 。 

(2) 拉 普 拉 斯 变换 的 主要 性 质 。 

(3) 利用 部 分 分 式 展开 求 拉 普 拉 斯 北 变 换 。 

2. 线性 时 不 变 系 统 的 域 分 析 

(1) 系统 函数 。 

(2) 微分 方程 的 变换 解 (利用 拉 普 拉 斯 变换 求 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 、 全 响应 及 系 
统 函 数 )。 A 
(3) 依据 电路 或 系统 仿真 框图 求 系统 函数 和 系统 响应 | 
(4) 因果 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 与 傅 里 叶 变 换 的 关系 、 


4.1 拉 普 拉 斯 变换 


4.1.1 拉 普 拉 斯 变换 介绍 
工程 上 ， 实 际 信号 /G2) 荡 是 在 某 一 确定 时 刻 接 入 系统 的 。 若 将 信号 (1) 接 和 人 系统 
的 时 刻 作为 计时 起 点 0; 部 么 :<0 时 、 就 未 统 而 言 ，/(O) =0 即 因果 信号 。 因 此 可 
将 信号 /0) 传 里 时 变换 的 积分 下 限 由 二 S> 故 为 0- ， 称 为 单 边 全 里 叶 变换 。 即 可 改 
写 为 NP 
F(jo) = 六 flDe™ 一 [ flew dr (4-1) 
式 中 ， 积 分 下 限 取 为 0_ 是 为 了 计 和 人 信号 (2) 中 可 能 包含 的 :一 0 时 刻 的 神 激 函数 6(1)。 
为 了 克服 传 里 叶 变 换 的 局 限 性 ， 可 给 信号 /(4) 乘 以 收敛 因子 e-"(o 为 任意 实 常数 )。 
合理 选择 的 大 小 就 可 使 一 些 原本 不 存在 全 里 叶 变换 的 信号 /2) 在 乘 以 收敛 因子 e-* 后 满 
足 绝 对 可 积 条 件 ， 即 
太 | Fo |e dt = | | Fo |e dt 天 co (4-2) 
从 而 可 进行 傅 里 叶 变换 





F(jw) = 下 f(D)e“'e™'d= | fe ds (=3) 


显然 ， 函数 /(1)e“( 单 边 ) 傅 里 叶 变 换 的 结果 是 复数 变量 (so 十 jw) 的 函数 。 令 ;二 oc 十 jw， 则 
可 以 写 为 





F(s) =| f(De™dt (4 一 4) 


它 实际 上 是 信号 /Co 的 一 种 新 的 变换 ， 称 为 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。F(s) 称 为 /(D 的 象 函 
数 ， 太 iD) 称 为 F(s) 的 原 函 数 。:* 一 c 十 jo 称 为 复 频率 。c 的 单位 是 1/s，w 的 单位 是 rad/s。 











由 已 知 象 函数 F(s) 求 对 应 原 函 数 /(z) 的 过 程 称 为 拉 普 拉 斯 道 变换 。 拉 普 拉 斯 道 变换 
的 基本 公式 可 根据 傅 里 叶 逆 变换 的 基本 公式 导出 。 


内 于 
F(s) -| /wed=| f(We“e™d 
所 以 
f(DWe™ = 小 Fl(s)e™ dw 
结果 为 


f(t) = 去 | Fl(s)e”e™ dw 一 让 | De 


取 * 王 cc 十 jo， 故 有 ds*=jdw， 且 w 王 co 时，*=c 十 jco ,wo 元 江 co 时 ，x*=o 一 jcc， 代 和 上 式 
中 整理 可 得 S 
































f(D 一 二 三 FGbard ,ze>0 (4-5) 

这 就 是 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 基本 公式 ， 因 其 涉及 复 变 函数 FF(s) 的 积分 运算 ,比较 复杂 ， 故 
实用 不 多 。 KR 
拉 普 拉 斯 变换 一 般 记 为 FG5) 二 DEYC)]， 拉 普 拉 斯 逆 变 换 一 般 记 为 1(1) ==L7! [FGs)]。 
它们 构成 了 拉 普 拉 斯 变换 对 ,建立 了 信号 时 域 与 复 频 域 之 间 的 关系 /(1) 呈 F(s)。 

由 于 一 般 常用 信号 均 为 因果 信号 ， 故 以 后 讨论 和 应 用 的 拉 普 拉 斯 变换 均 指 这 种 单 边 拉 
普 拉 斯 变换 ( 非 因 果 信号 双边 拉 普 拉 斯 变换 -一 证 变换 积分 下 限 为 一 >， 逆 变换 除去 公式 
后 所 标 为 (1 宇 0)) 一 a) 


4.1.2 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 条 件 和 收敛 域 






1. 复 频 域 


以 复 频率 * 的 实 部 e 为 横 轴 ， 虚 部 jw 为 纵 轴 建 立 的 坐标 平面 称 为 复 频 域 ， 简 称 * 域 。 
复 频 域 存在 3 个 区 域 :jw 轴 以 左 的 左 半 开 平面 、jo 轴 以 右 的 右 半 开 平面 及 jw 轴 自 身 。 显 
然 ， 复 频率 平面 上 的 任何 一 点 都 对 应 着 一 个 具体 的 * 值 。 


2. 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 条 件 及 收敛 域 





拉 普 拉 斯 变换 要 求 信号 /(#) 乘 以 收敛 因子 e“ 后 得 到 的 时 间 函 数 / (1)e “必须 满足 绝 
对 可 积 条 件 。 因此， 如 果 对 于 任意 信号 /2) 存 在 一 个 实 常数 m 使 得 下 式 成 立 : 
limf(We “=0, o> (4—6) 
那么 该 信号 /CO) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 肯定 存在 的 。 cm 被 称 为 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 条 件 ， 数 
学 上 称 为 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 条 件 ， 实 常数 m 的 值 将 由 信号 F(z) 的 函数 形式 所 确定 。 
根据 m 的 值 ， 可 将 复 频 域 分 为 两 个 区 域 : 收敛 域 和 非 收 敛 域 ， 如 图 4.1 所 示 。m 称 
为 收敛 坐标 。 通 过 mm 点 的 垂直 线 称 为 收敛 轴 或 收敛 边 界 ;收敛 轴 以 右 的 区 域 ( 不 含 收敛 
轴 ) 称 为 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 收 和 敛 轴 以 左 的 区 域 ( 含 收 和 敛 轴 ) 称 为 拉 普 拉 斯 变换 的 非 收 
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敛 域 。 可 见 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 就 是 复 频 域 上 能 使 imy(z)e“ 一 0 成 立 的 实 常数 6 的 
取 值 范围 ,也 就 是 复 频 域 上 能 使 拉 普 拉 斯 变换 积分 式 收敛 存在 的 区 域 。 




















图 4.1 收敛 区 的 划分 
例 4.1 求 因果 信号 有 (0 二 ee (7) 的 拉 普 拉 斯 变换 及 收敛 域 。 





解 Pay = 万 (t)e dt 到 人 eye (t)e dt =| 一 一 : 
上 式 积 分 只 有 在 o 一 0， 即 oz 之 a 时 收 做 ， 记 为 
we (G0) (4-7) 
—@& 


可 见 对 于 因果 信号 ， 仪 当 -oa 时， 其 拉 普 拉 斯 变换 存在 。 在 ;平面 上 ， 收敛 域 表示 为 
图 4. 2(a) 所 示 的 斜 线 部 分 。 4) 
例 4.2 求 皮 因 果 信 fs(1) 二 exe( 广 1) 的 拉 普 拉 斯 变换 及 收敛 域 。 


解 PC) = fed = [eecolecd = 上 cmd = 
上 式 积分 只 有 在 o 一 6 一 0， 即 c<8 时 收敛 ， 记 为 
el (4-8) 
在 :平面 上 ， 反 因果 函数 的 收敛 域 表 示 为 图 4. 2(b) 所 示 的 斜 线 部 分 。 
SSSSSS 
NS 
NN 











































(a) 


图 4.2 三 种 不 同 函数 的 收敛 域 











如 果 有 双边 函数 


e's 
7O={ , 
和 


其 收敛 域 如 图 4. 2(c) 所 示 。 
例 4.3 求 下 列 信号 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 。 
f1(1)=e seE( 十 e “el(t) 
fi()=—e “e(—t)—e “e(—t) 
fi(t)=e Ye(t)—e *e(—i) 


1 | 
s 二 3 ss 二 2 





解 fi(D)eFi(s)== Re[s]=o>—2 


Re[s]=o<—3 1 
3 5 3 2 1 
可 见 ， 象 函数 虽然 相同 ， 但 收敛 域 不 同 双边 拉 普 拉 斯 变换 必须 标 出 收敛 域 。 
工程 上 磁 到 的 实际 信号 通常 都 是 因果 信号 ， 因而 本 书 只 讨论 了 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 只 
要 值 选 得 足够 大 ， 这 些 工 程 信号 的 拉 | 普 拉 斯 变换 总 是 存在 的 ， 在 复 频 域 上 的 收敛 域 亦 必 
定 存在 ， 该 今后 将 不 再 注 骨 基 改作 全 


4.1.3 单 边 拉 普 拉 斯 变换 


因果 信号 7 项 8 寺 为 /red 其 拉 普 拉 斯 变换 可 表示 为 [7()]， 象 丽 数 用 
F(s) 表 示 ， 其 烛 变 换 简 记 为 1 [FG - 单 边 拉 普 拉 斯 变换 对 可 写 为 


5 | ] 
A ts 











fi (DPF,(s) 


| 
NS 





ue fe dt (4-9) 
1<0 
Jo = L7'[F()] = 1 i ea (4-10) 
ari 
其 变换 域 逆 变 换 可 简 记 为 
f(DEF(s) (4-11) 


式 (4 -9) 及 式 (4 -10) 中 的 积分 下 限 取 为 0- 是 考虑 到 f(z) 中 可 能 包含 奇异 函数 ,今后 
未 注 明 的 :一 0 均 指 0- 。 

为 使 象 函数 F(s) 存 在 ,积分 式 必须 收 化 ,对 此 有 以 下 定理 。 

车 因果 函数 /(2) 满 足 ，@ 在 有 限 区 间 a 二 1 过 b 内 (其 中 0 二 a 二 5 二 吕 ) 可 积 ; 四 对 于 某 
个 mm 有 














lim| Fo|e “一 0， o> (4-12) 
则 对 于 Re [5] = 二 o>o,， 拉 普 拉 斯 积分 式 (4 -9) 绝对 且 一 致 收敛。 
例 4.4 求 函数 6(1)， 6 (t) 的 象 函 数 。 
解 ” 显 然 它 们 都 是 时 限 信 号 。 将 它们 代入 定义 式 中 ,考虑 到 冲 激 函 数 及 其 导数 的 广义 





第 4 章 ”连续 时 间 系统 的 复 频 域 分 析 








L[6(z)] =| (De™dt -| (Ddt=1 


世人 (有 DJ 三 ODe di 一 一 (一 De =s 
6(De1，Re [s] > 一 co (4—13) 
(Dos, Re[s] 之 一 co (4-14) 
例 4.5 求 单位 阶 跃 函 数 e(1) 的 象 函数 。 
解 ” 直 接 代 入 公式 可 得 





L[eCO]= | eCWed=| a (4 -15) 
0 Ss 记 

例 4.6 求 信 号 /1(4)=ie(1) 的 象 函数 F(s)。 

解 F(s) = | f(DWe dt 一 [ liexd) 


AS 












































若 Re[s]>0， 则 FGs) 王 二 ， 即 、 
ee 二 ,RES 之 0 (4-16) 
一 些 常 用 函数 的 拉 普 报 斯 变换 见 表 4 一 让 
Ee 表 4-1 一 些 常 用 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 
f(t) (0) F(s)=L[L/f(t)] 
冲 激 函数 6(1) 1 
(1) 5 
阶 跃 函数 e(1) 二 
i = 
. sta 
en 为 正 整 数 ) 个 
sin ct 豆 i 
cos or zy 
te 人 
(Fay 
ier” (n 为 正 整 数 ) 一 全 一 




















( 续 ) 











了 了 (日 (二 0) F(s) 王 LL7(O] 
2ws 
tsin wt 让 
tcos wt 




















sinh ct 

cosh at 

es sin wt oo 
RN I GF) to 

0 sta 

SN NN G+a) For 

二 1 
6r (1) I—e 








例 4.7 求 周 期 信号 f+(D) 的 象 函 数 
解 Fr(s) =| fr(t) ed 厂 
7 JI 27 Ww 
[ TCD ew dt + fr(t) et 
efjvFDT 
地 入 | (CD) er 这 
说 


ww T T 
令 ! 一 上 十 ) 个 ， 3 or | fr(t) edt 一 | fr(t) edt 





b= 


特例 ; 61 (D1/(1 一 e 7) 
4.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


拉 普 拉 斯 变换 是 传 里 叶 变换 的 推广 ,因而 具有 与 傅 里 叶 变换 相 类 似 的 性 质 。 这 些 性 质 
不 仅 揭示 了 信号 的 时 域 特 性 与 复 频 域 特 性 之 间 的 内 在 联系 ， 而 且 可 以 大 大 简化 拉 普 拉 斯 
正 、 逆 变换 的 运算 。 


4.2.1 线性 
拉 普 拉 斯 变换 也 是 一 种 线性 运算 ， 满 足 比例 性 和 县 加 性 ， 即 
若 
fiDEF(s) fo) oF,(s) 
则 


Afi(D+Bfs (DAF (s)+BF,(s) (4-17) 
其 中 ，A、B 均 为 常数 ,线性 性 质 只 需 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 即 可 证 明 。 











例 4.8 求 /(1)==sin wt 的 拉 普 拉 斯 变换 下 (;)。 
解 已 知 


f(D)=sin = —e”) 
































L [e] = 二 
一 jw 
| 
L [e“] s+jw 
所 以 由 县 加 定理 可 知 
11 1 1 w 
L [sin wt] [= si] 本 (4-18) 
同样 方法 ， 可 得 
工 [cos wt] -二 (4—19) 
4.2.2 尺度 变换 TAR 
feF(s) 
则 A ps 
[ape (2 je 为 大 于 .0 的 实 常数 ) (4 -20) 
证 明 : 一 


LLfCat)] <， far ye dt 
令 r==at, , 则 下 起 变 成 


L[f(a)] = 上 /eras ) 


=) 
由 上 式 可 见 ,车 EC) 的 收敛 域 为 Re [3] 之 a,， 则 F( 羡 ) 的 收 全 域 为 Re [ 立 ] =“ 即 
a 
4.2.3 时 移 特性 

车 


OFG) 
则 


f(t—w eth) Se “FE() 


(4 一 21) 
证 明 : L[ f(t 一 to)elt = | [f(t—s et— ted | ra te dt 
全 








z 一 上 一 加 
则 有 t= 十 r， 代入 上 式 得 


LLf(t— to)e(t—t)] = | f(De edt = e"F(s) 


此 性 质 表明 : 若 波形 延迟 i ， 则 它 的 拉 普 拉 斯 变换 应 乘 以 e 











例 4.9 已 知 工 [f(D)] =F(s), 车 a>0, 5>0, 求 L [f(at 一 De(at 一 b)]。 


解 此 问题 既 要 用 到 尺度 变换 定理 ， 也 要 用 到 时 移 定理 。 
先 由 时 移 定理 得 


L [F(t 一 0)e(t 一 0)] 一 下 Cs)e 


再 借助 尺度 变换 定理 ， 即 可 求 出 所 需 结 果 


另 一 种 方法 是 先 引 用 尺度 变换 定理 ， 再 借助 时 移 特 性 。 可 以 首先 得 到 


然后 由 时 移 特性 求 出 ,A 
| b b CA Ps i 
ze 人 本 jE *y Er (2 } 
可 见 两 种 算法 结果 相同 。 \ Vn 
4.2.4 ” 复 频 域 平移 特性 sy 
若 NN 
COeFCGTS 
则 -YA wT 人 
> f(D BFa) 
证 明 : AL[f er] = 二 fe md = F(a) 
此 性 质 表 肯 、 才 间 函数 乘 以 e=” ， 相当 于 变换 式 在 复 频 域内 平移 二 a。 
例 4.10 求 e ”sin wt 和 ecos wt 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 已 知 L [sin wt] -a 
L [eos wt] = 
由 复 频 域 平移 定理 ， 得 
L [esin wt] = 
L [e cos w] 一 
4.2.5 时 域 微分 、 积 分 特性 
1. 时 域 微分 性 质 
基 
CDeFC) 








站 [Faz 一 六 eta 区 = 下 位 ) 


L [f(apelat)] =2F (a 




















fsF(s)—f(0-) 


(4 一 22) 


(4-23) 


(4-24) 


(4-25) 


(4 -26) 


(4-27) 


(4 一 28) 








证 明 : 据 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 
L[f' (1D] =| SD eva = end = f(De™ 1z+| sf (Dedt 
= :| f(De*dt—f(0_)= sF(s)— f/f(0-) 


同 理 可 得 
L [fF(0)] =sF(s)—sf(0_)—f (0-) 


L[f™* 0] = wF(s) 一 $1 i nk (4 一 29) 
例 4.11 已 知 如 图 4.3 所 示 信 号 Fi)， 求 F(Cs) 。 



















/0 0) OO 
| f 
x 0 工 OO YY < 条 
-2 (C28) 
TRA 
全 (©) 
图 3、 信号 /(/) 及 导数 波形 图 
解 ” 对 f(D) 求 两 次 导数 全 设 访 (4) 二 901),, 如 图 汪 3(c) 所 示 。 
x fiD= Es +r) 42830) + Es rt) 
时 0- 到 
由 于 6(CO 一 1 由 延 时 性 得 KE 
(t+r pe", H(t—r)re " 
所 以 
Fa()—E(e—2+e") 
求 得 
FD=C OE (2te-") 
Ey TS 
2. 时 域 积 分 性 质 
若 
COe>FGs) 
则 
[ Fildes EO 4A OY (4 -30) 





起 中 天光 0) 上 Fr)dr 是 Fi) 的 积分 式 在 上 一 0- 时 的 积分 值 。 
证 明 : 这 | Jr)dr] 一 zc" fodet+| f(Ddr]= zf fdrt+ fT (0-)] 


-| 中 flDdrle* di+L[f™" (0_)] 











co(0_) 
Ss 





一 守 [ flDdr 02+] fe*d+ 
5 0_ ~ 5 0_ 


FO) | /T°00.) 
可 5 


显然 ， 有 


EO oan 


[ fle 2 (9) | 
例 4.12 求 rw"e (7) 的 象 函数 。 
解 因为 | s(ndr = (1) ,根据 时 域 积分 特性 ， 有 
LIe(O] = LC| ed = [eco] = 
| ar = pec 
这 }- 
L[te()] = 2L[[ x= 2L[xcd)] = 2 
E .se | LE(r 














L[i (2)] -二 [eepar]- TL[eCr)] 证 





依 此 类 推 ， 可 得 4 
x v 工 Lee (sz) 
例 4. 13 已 知 因果 信号 f(t) 如 图 4: 4 所 示 ， 求 F(s)。 
BR b /0 
1 





(a) 


图 4.4 信号 f(1) 波 形 图 
解 对 f() 求 导 得 了 (1)， 如 图 4.4(b) 所 示 。 
| f wdr= Fo 一 FCOO_) 














由 于 f(4) 为 因果 信号 ， 故 
ft0) = 0;80) = | Pads 


而 (4) 二 e() 一 e(1 一 2) 一 26(1 一 2)， 对 下 (iD 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 
PCD)= 工 (1 一 e 2) 一 2e72 


FCO)= 卫 全 
5 





(4-31) 








4.2.6 卷 积 定理 


1. 时 域 卷 积 定理 














车 
fi DFS), foF,ls) 
则 
fi # fF Fs) (4 -32) 
证 明 : 有 定义 可 得 
L[f (C2) * fs(#)] =| [| flr fh dle™d 
= fe filt— DeltF medi]dr (交换 积分 次 序 ) 
至 下 fi(Delr)e"F,(s)dr 时 域 位 移 性 质 ) 
一 Fo) | 万 (rmDeCoeT dr =F()F,(s) (rz 一 0 时 广 (r) 一 0) 
2， 复 频 域 卷 积 定理 KY 
EE 
J eR 0), /ORR 
则 ,Xk 
X 
ffs OA Fa) (4 -33) 
证 明 : 可 仿照 福王 时 交换 的 频 域 痊 池 和 的 证 明 过 程 进行 证 角 。 
因为 入 “ 
广 (D) = | Fi(s)e'ds = 二 Fi(&)es'dé (交换 积分 变量 ) 
27) ,一 - 2njJom 
故 
LLf1 (Df)] = 由 [ 坟 { FC de] fe a 
= Per| 户 (DOereratdi]des (交换 积分 顺序 ) 
= | FF,(s—é)dé = LF(s) *F,(s) 
2zxj J os 27] 
例 4.14 已 知 L[/CD] 一 FG)，F (3) 一 一 0 二 =， 请 根据 时 域 卷 积 定理 求 出 /CO)。 
解 为 
e(W=o i 
| 加 
二 和 之 54 2n) 
又 因为 时 域 卷 积 定理 


f(D # fs (DOF (3s)F,(s) 











可 得 


f(D) = el * >)00 一 20) = Delt—2n) 
4.2.7 复 频 域 微分 和 积分 特性 


1. 复 频 域 微分 性 质 

















若 
(DeFG)， Re[s] >>m 
则 
rf WD" 2. Re [s] >o, (4-34) 
该 性 质 的 证 明 类 似 于 传 里 时 变换 的 频 域 微分 性 质 . 二 1 时， 有 417(DOe 一 已 CD)。 
例 4.15 求 !: e-*“e(1) 的 象 函数 。 AN 
解 ee(D) o/h 
2 -= 
和 NS 于 2 《十 2 
2， 复 频 城 积分 性 质 NH 
_ XK OFG)， Reks] >o 
则 ,XC XxX 
< 人 -~ 十 ea， Re[s]>% (4 -35) 
证 明 ; 由 定义 可 得 ,内 为 
F(s) -| fe dt 
所 以 
| Fyds =| 中 fedds =| 7 | edsdf (交换 积分 次 序 ) 
=| wr 
=| /oC 3 dt 
故 


例 4 16 求 江 和 (1) 的 象 丽 数 . 


| 
解 sin te(1) 本 机 本 














型 w=| i dy = arctan |; 2 arctan s — aretan-l 
5 


十 1 











4.2.8 初 值 定理 和 终 值 定理 
1. 初 值 定理 


设 原 函数 Fo 及 其 导数 1 (71) 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 且 F(s) 二 L [f(4)]， 那么 
f(0)= limf(D) =limsF(s) (4—36) 











证 明 : 因为 





LCFo]= | rowerg=| ferdt| f (Wed= sF(s)— /f(0_) 
考虑 到 在 (0- ，0+ ) 区 间 e “= 二 1, 故 





[ f (De dt 一 三 roou = J(0) 盖 CO-) 






Fo ) +| f Wed Bs) 

所 和 
lim | f (De 个 f(D lime™'dt =0 
所 以 = 


£0 = limf(t) = litnsF (3) 








2. 终 值 定理 


设 原 函 数 /Co 及 其 导数 广 (0 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 ， 且 FCO 一 L [了 0D]，lim/(D) 存 
在 ， 那 么 





f°)=limf (1) =limsF(s) (4 -37) 
证 明 ; 因为 
ELF = | f (De*d= sF(s)— f/f(0-) 
所 以 
lim | f' (De dt =| f Wdt= f°)—f(0) = limsF(s)— f/f(0-) 
即 
cc) = limf (2) = limsF (s) 
例 4.17 求 函 数 逆 变 换 的 初 值 和 终 值 
二 十 下 十 2 二 1 
PD Fl 
解 F(s) 不 是 真 分 式 . 利用 长 除法 求 得 
0 3s+2 
F()=s—1+ sari 
令 Fi() = 则 
38 直 过 











大 0 ) 一 lims Fi(s)=lims 多 


“2s+1 











F(s) 的 极点 均 在 复 平面 左 半 平面 ， 故 有 终 值 


J(co) 一 lim sF(s)=0 


表 4-2 列 出 了 拉 普 拉 斯 变换 性 质 。 


表 4-2 拉 普 拉 斯 变换 性 质 












































名 称 结 论 
线性 L [Afi (D+B/f:(0)] =AF,(s)+BF,(s) 
尺度 变换 LEfan]=F( 记 ) 
对 4 积分 a Fodr]= FO + 
TS 10_) 
对 + 微分 ,时 | 
zeRF HF()— Dem fn (0.) 
延 时 L[fG— to)e(t— 1)] = eo F(s) 
复 频 域 平移 L [/C(We"*] =F(s+a) 
初 值 Yn =limsF(s) 
终 值 ， 和 一 limf() =limsF(s) 
关 积 L [AGO * fs(1)] =F1(s)F,(s) 
~ 1 
相 乘 L [LAFCoF(D] -a * Fs) 
对 ;微分 L [一 /0] = 
£0] a 
对 ;积分 i[ : ]=] ra 
4.3 拉 普 拉 斯 逆 变 换 
4.3.1 查 表 法 


拉 普 拉 斯 道 变换 的 基本 公式 涉及 复 变 函数 F(s) 的 积分 运算 ,直接 应 用 此 式 求 取 原 函 


数 /(z) 颇 为 困难 ， 故 实际 应 用 不 多 。 拉 普 拉 斯 变换 的 唯一 性 使 得 可 以 利用 拉 普 拉 斯 积分 变 
换 表 ， 由 已 知之 象 函 数 F(s) 直 接 查 得 其 原 函 数 jz) ， 然 而 已 知 的 象 函数 往往 与 表 中 所 列 
网 需要 先进 行 数 学 上 的 变形 处 理 然后 才能 查 表 ， 颇 多 不 便 ， 故 该 方法 一 般 只 








为 拉 普 拉 斯 着 变换 的 辅助 手段 。 








4.3.2 部 分 分 式 展开 法 

















应 用 拉 普 拉 斯 变换 进行 线性 时 不 变 系统 的 复 频 域 分 析 时 ， 所 得 系统 国 起 攻 回 


响应 的 象 函 数 F(s) 一 般 是 复 频率 ; 的 两 个 实 系数 多 项 式 之 比 ， 即 FCs) 是 9 
; 的 一 个 有 理 分 式 ， 可 表示 为 面 加 
N(s) Rs "1 十 十 ys 十 的 





F(s) 








二 【 拉 普 拉 斯 变换 
D(s) 十 … 十 qis 十 ao 人 的 第 三 各 方法】 


式 中 ,m,n 均 为 正 整 数 ，a, 一 a, 和 久 一 名 均 为 实 系 数 。 











an 


1. n 记 m，F(s) 为 有 理 真 分 式 


1) 不 等 实数 单 根 
分 母 方程 DC) 一 an" 十 was 十 …… 十 ws 十 oo 一 0 具有 元 个 不 等 的 单 根 总 ， 记 ，…， 
包 时，F(s) 可 展开 为 如 下 的 部 分 分 式 之 和 的 形式 




















NGC) 和 RAIN 下 加 

PO oy (4 -39) 
式 中 ,pi(i 二 1，2，…,) 是 DCs) 0 的 根 6 一 户 时 ，FG) 一 = ， 故 又 称 户 为 下 (s) 的 
极点 。 二 - 


(i 二 1，2，…，n) 是 (5) 各 部 分 分 式 的 待定 系数 ， 可 依据 下 述 方法 确定 














， NGC) kl 旷 ， 
(s—p)F(s) 5 Gs Pp) Desy) (s DT + [| 
方法 一 : 三 EC 一 pi)FG5)]| 
Dyl Gs—pONG) .SNCO)—N' (GS)(s—p)_ NGs) i=1,2,.%n 
方法 二 : AL i DG) DJ | ， 








各 部 分 分 式 的 待定 系数 确定 后 ， 即 可 查 表 并 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 质 及 复 频 
域 位 移 性 质 获得 象 函数 F(s) 所 对 应 的 原 函 数 


f (1) = he 二 ker' 二 十 ke 一 en (4 一 40) 
2) 共 罗 复 数 根 
应 该 指出 ， 分 母 方程 D(s) 二 0 的 个 不 等 单 根 中 有 可 能 包含 复数 根 ， 然 而 由 于 F(s) 


的 分 母 D(s) 和 分 子 N(s) 均 为 实 系数 多 项 式 ， 故 

(1) 分 母 D(s)==0 的 复数 根 必 以 共 轿 形式 成 对 出 现 ,p; 二 a 十 jw ， pisi 二 a 一 jw ; 

(2) F(s) 的 部 分 分 式 中 共 郝 复 根 对 应 的 待定 系数 必 为 共 轿 复 数 , k= |ki|e* ,二 
k7 二 |k;|e-*»。 此 时 , 象 函 数 F(s) 的 展开 式 中 包含 如 下 的 部 分 分 式 : 

















As+B k; k’ 回 回 
Ga 人 站 
而 在 对 应 的 原 函 数 f(7) 中 将 含有 如 下 分 量 : 百 
kiet +k: ep 一 |k; | ‘etioo)4 | |k; | 0 ee—io 
of (my! 9) 一 jg 十 2》 【部 分 分 式 展开 法 
=|k|e [Le™ te Im] 的 MATLAB 实 现 】 


=2|ki|e” cos(wt+t0,) 











3) 重 根 











分 母 方程 DG) 一 as" 十 os 一 十 … 十 as 十 ao 一 0 的 n 个 根 中 存在 重 根 时 ,情况 将 有 
所 不 同 。 今 设 分 母 方程 D(s)==0 的 n 个 根 中 存在 一 个 m 重 根 ， 其余 一 m 个 皆 为 单 根 ， 即 
分 母 D(s) 可 因 式 分 解 为 

D(s)=Gs—pi)™ Gs—pa) (sO—p,n) (sO— pu) (4 -42) 


n 一 mm 个 

















此 时 ，F(s) 可 展开 为 如 下 的 部 分 分 式 之 和 的 形式 











OE 
R(T ey G—pi)™ Gp rt ps s—ps Ys—pontt 
到 个 n 一 个 
其 中 ，w 一 个 音 根 对 应 的 待定 系数 全， 各 ，…， 和 ~。 的 确定 方法 和 分 母 DC 一 具 合 


单 根 时 的 情况 相同 ,而 mr 重 根 对 应 的 TR 衣 ,，… ki 则 应 按 下 述 方法 
确定 
Gs 一 PF) 二 十 ha (5 一 志 ) 汪 这 Fe, (Gs—p1)"™! 


pes po -ses 直 = 


则 >、 








eo ,和 





SE SN | (4-43) 


kin = 


1 
i sp) FCDO]| 


待定 系数 确定 之 后 ， 即 可 查 表 并 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 质 、 复 频 域 位 移 性 质 
和 复 频 域 微分 性 质 获 得 象 函 数 F(s) 所 对 应 的 原 函 数 F(z) 。 


hy i ki or 
7 (二 所 二 (7 一 2 








十 …… 十 有 .witem 十 wem 十 ker 十 十 如 iermt1 


2. n 夺 m，F(s) 为 有 理 假 分 式 

















此 时 ， 象 丽 数 F(;) 可 化 为 复 频 率 ;的 实 系 数 Q(s) 与 有 理 真 分 式 训 (之 和 。 
N(s) No(s) Ee) 
F(s) DC Q(s)+ DC Boss | 二 Bis 十 BT Dey (4 一 44) 





式 中 ， 多 项 式 QGs) 拉 普 拉 斯 道 变换 的 结果 是 冲 激 函 数 及 其 各 阶 导 数 之 和 
&g (1 一 Bo (it) 十 … 十 Bi (7) 二 BO(7) 


余数 项 呈 仍 按 有 理 真 分 式 展开 为 部 分 分 式 之 和 后 去 进行 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 然 后 将 


两 部 分 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 结果 根据 线性 性 质 进行 释 加 即 可 。 

















例 4.18 求 下 列 函 数 的 逆 变 换 
00s 十 2Xz 卡 5》 

PD EC rp 

解 将 F(s) 写 成 部 分 分 式 之 和 形式 A 


y=K + RK: | Ks: 
jn 一下 宇 册 十 汪 (4—45) 





分 别 求 
10X2X5_100 
Ki=sF()|, =— 1x3 3 





WX(=1t2XC—1t5) 20 
《一 有 次 (人 (一直 小 
_10X( 一 3 十 2) XK 3 十 5) _ 10 














K;=(s+1)F(s) 











K: 一 (十 3)FC)| ce 3 
=100_ 20 A 0 
F(T seta) 
故 
GD 一 贡 024e0e- 一 10ev， 二 0 
3 3 
例 4.19 求 下 列 函 数 的 逆 变 换 
NSSsh6s 十 9s 十 7 
re HF1) (s+2) 
解 ” 用 分 子 除 以 分 母 ( 长 除法 ) 得 到 
> 【 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 
A MATLAB 实 现 例 2】 


A 
现在 式 中 最 后 二 项 满足 m 二 n 的 要 求 ， 可 按 前 述 部 分 分 式 展 开 法 分 解 得 到 


2 1 


F(2) 一 "十 2 十 ;二 1 一 村 2 





























f(D)=0° (0) +26() +2e!—e-* (4—46) 
最 后 要 注 明 取 值 范围 ， 即 
/C=0° (00) +26(0) +2e'—e-”", 1t>0 
例 4.20 求 下 列 函数 的 逆 变 换 
Re 43 
F(T rras tT) GT 
解 ” 由 已 知 可 得 
a s+3 
ET 
(4-47) 
K, Ri 
st2 > 十 1 一 2 st1+j2 


分 别 求 系数 ， 得 
K 一 Cs 十 2)FC)| ,= 二 
Ts 9 

















K, 


?2 十 3 | —1+j2 
Gt1+i2) (Gs+2) | 5 


也 即 


所 以 其 逆 变 换 为 





f(1)==e 2 [ cos 21 g sin 2] 1 10 
§ 各 5 


例 4.21 求 下 列 函数 的 逆 变 换 








| 
有 二 ET 
解 将 F(s) 写 成 展开 式 SS 
i Ks Kk, 
rN 
容易 求 得 人 


K: 一 :EC 本 一 一 2 
求 出 与 重 根 有 关 的 各 参数 ， 令 > 

6 
FS (s+1)F(s) 


利用 有 多 重 极点 时 的 公式 得 7、 











于 是 有 
A 2 2 2 
Dl Gl ep 
道 变 换 为 
CD 一 号 2 十 2re- 十 2e- 一 2， 120 
4.4 复 频 域 分 析 


(4 一 48) 


拉 普 拉 斯 变换 是 分 析 线 性 连续 系统 的 有 力 数学 工具 。 它 将 描述 系统 的 时 域 微 积 分 方程 
变换 为 复 频 域 的 代数 方程 ,便于 运算 和 求解 。 同 时 ， 它 将 系统 的 初始 状态 自然 地 包含 于 象 


函数 方程 中 ， 既 可 分 别 求 得 零 输 入 响应 、 零 状态 响应 ， 也 可 同时 求 得 系统 全 响应 。 


4.4.1 微分 方程 的 变换 解 


线性 时 不 变 连续 系统 的 数学 模型 是 常 系数 微分 方程 。 在 第 2 章 中 讨论 了 微分 方程 的 时 





第 4 章 ”连续 时 间 系统 的 复 频 域 分 析 








域 解法 ,求解 过 程 较 为 繁琐 ,而 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 微分 方程 简单 明了 ， 方 便 可 行 。 
设 线性 时 不 变 系统 的 激励 为 f(t)， 响 应 为 y(t)， 描 述 阶 系统 的 微分 方程 的 一 般 形 式 为 


ay 全 对 pI (4—49) 

式 中 ,系数 aj(i 二 0，1，…，n)、b;(j 二 0，1，…，m) 均 为 实数 ， 设 系统 的 初始 状态 为 
y(0), yP(0), ee yD (0 ), 

令 工 [yD)] =Y(3), 工 [/(W)] = 二 F(s)。 由 时 域 微分 定理 ，y(t) 及 其 各 阶 导数 的 拉 

普 拉 斯 变换 为 










L[y?(D)] 一 YY(G) 一 > smoy (0_) i= 0,1, on (4-50) 
如 果 /ti) 是 一 0 时 接 人 的 ， 则 在 :一 0- 时 /io 及 其 各 阶 导 数 均 为 零 ， 即 / (0- )=0， 
Jj==0，1，…，m。 因而 /0) 及 其 各 阶 导 数 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
L [f° 0)] =sw te) \ (4-51) 
对 nn 阶 系统 的 微分 方程 的 一 一 般 形式 进行 拉 普 拉 基 变换， 
> Eye 一 到 
即 二、 
[Pas yo drs py 0 9 = [Dor (4 -52) 
由 式 (4 -52) 可 解 得 Xx 








3 C0 )] = 3 siF(s) 





Cs at BCD) 


人 有 ao Es) (4-53) 


式 中 , A(s) = 2 是 微分 方程 的 特征 多 项 式 ;B(;) = Do ,多 项 式 A(s) 和 B(s) 的 系 


数 仅 与 微分 方程 的 系数 a,、b, 有 关 ; MG = Dail 5 ;ym(0_)] 也 是 :的 多 项 式 , 其 系 


数 a 与 响应 的 各 初始 状态 y'”(0-) 有 关 ， 而 与 激励 无 关 。 

由 式 (4-53) 可 看 出 ， 其 第 一 项 仅 与 初始 状态 有 关 而 与 输入 无 关 ， 因 而 是 零 输 入 响应 
wa(0 的 象 函数 ， 记 为 Ya(Cs)， 其 第 二 项 仅 与 激励 有 关 而 与 初始 状态 无 关 ， 因 而 是 零 状态 响 
应 y (7) 的 象 函 数 ， 记 为 Y.(s)。 于 是 , 式 (4 -53) 可 写 为 


M(s) | B(s) 


Yl) Ya(s)tY.(s) = A Acs) 








F(s) (4 一 54) 


汉 Ya 一旦 史 FGs )。 取 式 (4 - 54) 的 道 变换 ， 得 系统 的 全 响应 为 


y(O 一 (DO 十 ye(CD (4—55) 
例 4.22 描述 某 连续 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
yD+Iy D+2y) =27 (0) +6f0) 
已 知 输入 F(OD 二 e(z)， 初始 状态 y(0- )= 二 2，y(0_ ) 二 1, 求 系统 的 零 输 入 响应 、 零 状 
态 响应 和 全 响应 。 
解 ” 对 微分 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 有 


式 中 ,Y;(s) 二 





























2Y() 一 yy(0_) 一 多 (0_) 十 3sY() 一 3y(0_ )+2Y(s)=2sF(s)+6F(s) 


即 


(9 十 3s 十 2)Y() 一 [sy(0_-) 十 y(0_) 十 3y(0-)] =2(s+3)F(s) 
可 解 得 


sy(0-)+y (0 )+3y(0-) | 2(s 十 3) 
3s+2 5 十 35 十 2 











(Cs 一 Ya(5) 十 Ya(5) F(s) (4-56) 


将 F(3)==L [e(4)] 一 十 和 各 初 值 代入 ， 得 








2+7 _ 2s+7 _ 5 3 本 
Yi sar Cin sti st Ch 
2Gs+3) ,1_ 2G+3) _3$ 4 ,1 
Ya rats st NN ti ts 人 
对 以 上 两 式 取 逆 变 换 ， 得 AN 


(DO 一 LT [Ya(D] se 3e el) 
yn(t)=L-! [Y. (VI 03—4e te Yel) 
系统 全 响应 为 ~XN\ 
yD = yt NE) = (3+e-'—2e-)e(s) 
在 系统 分 析 中 ， 有 时 已 知 (二 0 时 刻 的 初始 值 ,由 于 激励 已 经 接 入， 而 y。 (4) 及 其 各 
阶 导数 在 /二 0， 所 的 信 洒 等 于 鹤 这 时 就 应 当 设法 来 得 初始 状态 yy? (0 )=y (0-), 


i=0, 1, al, YX 


由 于 式 (4 - 55) 对 于 任何 情况 都 成 立 。 袖 有 
NO n> y" (0 Ps (0 ) + yt C01) (4 -59) 
在 /=0- 了 时刻， 显然 有 yy (0-)= 二 0， 因而 y”(0- )= 二 y? (0- )， 对 于 零 输入 响应 ， 应 
该 有 yy (0- )=y9 (0+ )， 于 是 
y*(0-)=yY (0-)=yP (0+)=y® (0+)—y® (0+), i=0, 1, *, n—1 (4-60) 
例 4.23 描述 某 连续 线性 时 不 变 系 统 的 微分 方程 为 
YD+3y (D+2yt) =27 (+6f0) 
已 知 输入 fi) = 一 se(t) ， 初 始 状态 y(0; ) 二 2，y'(0;)= 二 2, 求 y(0-) 和 y (0-)。 
解 ”由 于 零 状 态 响应 与 初始 状态 无 关 ， 故 本 题 的 零 状态 响应 与 例 4. 22 相同 ， 即 有 
yu(t)=(3—4e +e *)e(t) (4 -61) 











不 难 求 得 
y(0-)=y(0;)—y..(04)=2 
yO IE 04 )— ys (0F 7=0 
例 4.24 ”描述 某 线性 时 不 变 连续 系统 的 微分 方程 为 
yD+5y 0 +6yt)=27 (2)+6f0) 
已 知 输入 f(1) 二 5cos te (1)， 初始 状态 y(0- )= 二 1，y (0- ) 二 一 1, 求 系统 的 零 输 入 响应 、 
零 状态 响应 和 全 响应 。 
解 ”对 微分 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 有 
sSY(s) 一 Sy(0_) 一 多 (0_) 十 5sY(s) 一 5y(0_ )+6Y(s)=2sF(s)+6F(s) 
6 














即 








(s: 十 5s 十 6)Y(s) 一 [sy(0-) 十 y (0-) 十 5y(0-)]==2(s 十 3)F(s) 
可 解 得 
sy(0- )+y (0-)+5y(0-) ， 2(s+3) 
































rs) = (yd 一 
Y(s)=Y,(s) +Y,(s) a oC 
将 Fs)=L[5eos te(1)] = 本 
三 5 十 4 十 4 =_2 1 
3 st6 (s+2)(s+3) s+2 s+3 
2(s+3) ， 5 10s —4 ,V5e-i.s VBe.s 
Yu Pri Cia Ta s sti 


对 以 上 两 式 取 逆 变换 ， 得 入 
ya(t)=L™! [Ys(s)] =(2e/XRe Yel(t) 
Wet [YY] 一 一 4e "e(ANH2V5 cos(t—26. 6°)e(1) 





系统 全 响应 为 
YD =yalt) + ya lt)=—2e a) Cae(D) 十 2V5cos(t 一 26. 6°)elt) 
4.4.2 系统 函数 回 % 诡 回 
描述 阶 系统 的 微分 方程 的 二 般 形式 为 \ 回 
WwO) = Dof Ee: MW (4 一 62) 【线性 时 不 变 连 续 系统 
pe Ee 2 复 频 域 的 MATLAB 
没 /CD 是 :=0 时 接 入 的 ， 则 其 零 状态 相应 的 这 函数 为 实现 举例 】 
Y: = 人 RLFs) (4 -63) 





式 中 ，F(s) 为 激励 f(1) 的 象 函数 ，A(s)、B(s) 分 别 为 


A(s) = Das 
B(s) = p37 


(4 一 64) 


它们 很 容易 根据 微分 方程 写 出 。 
系统 零 状态 响应 的 象 函 数 Y..(s) 与 激励 的 象 函 数 F(s) 之 比 称 为 系统 函数 H(s)， 用 公 
式 表示 ， 即 


Ya(s) _ BC) 
F(s) A(s) 


由 描述 系统 的 微分 方程 很 容易 写 出 该 系统 函数 甩 (s)， 反 之 亦 然 。 系 统 函数 也 (s) 只 与 
描述 系统 的 微分 方程 系数 a;、b; 有 关 ， 即 只 与 系统 的 结构 、 元 件 参数 有 关 ， 而 与 外 界 因 素 
(激励 、 初 始 状态 等 ) 无 关 。 

引入 系统 函数 的 概念 后 ， 系 统 零 状态 响应 y, (7) 的 象 函数 可 写 为 

Oo (4 一 66) 
冲 激 响应 AD 是 输入 /CD 一 5(t) 时 系统 的 零 状态 响应 ， 由 于 工 [6(7)] 一 1， 所 以 系统 冲 激 


可 (一 








(4—65) 























响应 有 (4) 的 拉 普 拉 斯 变换 


L [A(W] =H(s) (4—67) 
即 系统 的 冲 激 响应 (2) 与 系统 函数 及 (s) 是 拉 普 拉 斯 变换 对 ， 即 
h(EH(GS) (4—68) 





系统 的 阶 跃 响应 g(7) 是 输入 了 (7) 一 e(D 时 的 零 状态 响应 ， 由 于 工 [e()] 一 十 ， 故 有 


e(D LH) 


一 般 情况 下 ， 若 输入 为 F(z) ， 其 象 函数 为 F(s)， 则 零 状态 响应 的 象 函数 
Y.(s)=H()F(s) (4—69) 
取 式 (4 -69) 的 递 变换 ， 并 由 时 域 卷 积 定理 ， 有 
ya(t)=L™! [Ys(s)] =L™! LHOYB(Gs)] 
=L™! [H(s)] *L7 RC)] =h() * Fi) 
可 见 ， 时 域 卷 积 定理 将 连续 系统 的 时 域 分 析 与 复 频 域 分 析 紧 密 地 结合 起 来 ， 使 系统 分 
析 方 法 更 加 丰富 ， 手 段 更 加 灵活 。 NY 
例 4.25 描述 某 连 续 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
多 (十 4 人 AD 十 3y(D 一 挛 () 一 37CD) 
求 系统 的 冲 激 响 应 (4) 和 阶 跃 响应 \g(1)。 
解 ” 今 零 状态 响应 的 象 函数 为 Y,,(s)， 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 (注意 ,初始 状态 
为 零 ), 得 < x 
SY (Cs) 十 45Y 00 PIY L(Gs)=sF(s)—3F(s) (4-70) 
于 是 得 系统 函数 / 1 








六 (s》 3 二 有 
F(s) +ast3 st1lt s+ 
一 3 Ee 
Ra 届 二 
对 上 两 式 取道 变换 ,得 系统 冲 激 响应 和 阶 跃 响应 为 


h(D)=L™! [HG(s)] =(—2e +3e ™)e() 








Hs 














Ls) 





&CO=L [FH] 1+2e-'—e-*)e() 


4.4.3 系统 复 频 域 框图 


系统 分 析 中 也 常 遇 到 用 时 域 框图 描述 的 系统 ， 这 时 可 根据 系统 框图 中 各 基本 运算 部 件 
的 运算 关系 列 出 描述 系统 的 微分 方程 ， 然 后 求 该 方程 的 解 。 如 果 根 据 系统 的 时 域 框图 画 出 
回 高 55 回 ”其 响应 的 复 频 域 框图 ， 就 可 直接 按 复 频 域 框图 列 写 有 关 象 函数 的 代数 方 
. 程 ， 然 后 解 出 响应 的 象 函 数 ， 取 其 逆 变 换 求 得 系统 的 响应 ， 这 将 使 运算 
回 简化 。 
【力学 系统 的 对 各 种 基本 运算 部 件 的 输入 、 输 出 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 利用 线性 、 积 
复 频 域 分 析 】 ”分 等 性 质 ， 可 得 各 部 件 的 复 频 域 模型 见 表 4 -3。 


























表 4-3 基本 运算 部 件 的 复 频 域 模型 








名 称 时 域 模型 s 域 模型 
/0 一 一 (一 -oo 站 一 一 (一 -oo 
数 乘 器 
a a 
J10 一 一 4 Fs) 一 一 cr) 











71 FG) 
+ + F(s)+F(s) 
加 法 器 FO 
下 这 
AH Fs) 
/0) 
8 和 
9 \ 1 
而 吕 | /0 一 一 [上 /a ey ~ 


FA 70 ) 
ts 





Fls) 
8 


积分 器 | JW Jeod Fl) 1 es 
" gD) gl) oo 一 “了 上 








由 于 含 初始 状态 的 框图 比较 复杂 而且 状 们 通常 关心 的 是 系统 的 零 状 态 响 应 ， 所 以 常 
采用 零 状态 的 复 频 域 框 图 。 这 是 因为 系统 的 时 域 框图 与 其 复 频 域 框图 形式 上 相同 。 

例 4.26 某 线性 时 不 变 系统 的 时 域 框图 如 图 4. 5 所 示 , 已 知 输入 /(7) 二 el1)， 求 冲 
激 响 应 h(1) 和 零 状 态 响 应 y,, (1)。 

解 ”考虑 到 零 状 态 ， 按 表 4- 3 中 的 各 部 件 在 复 频 域 中 的 模型 可 以 画 出 该 系统 复 频 域 
框图 ， 如 图 4.6 所 示 。 







CD xD 
4 


f(D 7 


图 4.5 系统 时 域 框图 图 4.6 系统 复 频 域 框图 
设 图 4.6 中 右 端 积分 器 输出 信号 为 X(s)， 则 其 输入 为 sX(s)， 它 也 是 左 端 积分 器 的 输 
出 ， 因 而 左 端 积分 器 的 输入 为 *X(s)。 由 左 端 加 法 器 的 输出 可 列 出 方程 为 
sX(s)=—3sX(s)—2X(s)+F(s) 





























即 
(5 十 35 十 2)X(s) 一 下 (s) 
由 右 端 加 法 器 的 输出 端 可 列 出 方程 为 











Yuls)=sX(s)+4X(s)= (s+4)X(s) 
由 以 上 二 式 消去 中 间 变 量 XCs)， 得 














Y= Fs) = HFG) (4-71) 
式 中 ， 系 统 函 数 
st4 _ 3 2 
MO pa Spi sr 


故 系统 中 的 冲 激 响 应 为 
h(t1)=(3e '—2e *)e(t) 
由 于 FG(s)=L [f(4)] = 二 ， 故 
s+4 1 
7 十 3 十 2 "KN 
所 以 ， 当 输入 Fo) =s(O) 时 的 零 状 态 响应 为 
yn) = 29 el) 





Y,.(s)=H(s)F(s)= 





4.4.4 ”电路 复 频 域 模型 > 
下 面 讨论 电路 定律 的 复 频 域 形 式 、 以 及 与 之 相应 的 电路 元 件 的 复 频 域 模型 以 便 能 够 
据 此 直接 建立 线性 时 不 变 系统 的 复 频 域 模型， 从 而 进行 线性 系统 的 复 频 域 分 析 。 


vx 


i 电路 元 件 估 安 关系 的 复 频 培 形 式 x / 


1) 电阻 、 从 
才 因 元 人 的 电 请 痪 硬 和 加 4 4. 7(a) 所 示 ， 其 伏 安 约束 关系 是 
u(t)=Ri(t) (4 -72) 
i(1)=Gu(lt) 
i(D) R i(D 厂 i?) 
二 uD) 一 到 MD = + ut)  - 
(a) 电阻 (b) 电感 (ce) 电容 


图 4.7 电路 元 件 时 域 电路 模型 
对 上 述 两 式 进行 拉 普 拉 斯 变换 可 得 电阻 元 件 复 频 域 中 的 电路 模型 如 图 4. 8 所 示 ， 其 伏 
安 约束 关系 如 下 。 

U(s)=RI(s) (4-73) 
I1(s)=GU(s) 
1s) R 
0 一 二 2 
+ UG) 一 

图 4.8 电阻 元 件 复 频 域 电路 模型 
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2) 电感 
电感 元 件 时 域 中 的 电路 模型 如 图 4. 7(b) 所 示 ， 其 伏 安 约束 关系 是 
uD =L re 
L(t) = 20 + 二 | u(S) dé (4 -74) 
, ， 


上 述 两 式 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 电感 元 件 复 频 域 中 的 串联 电路 模型 和 并 联 电路 模型 如 
图 4. 9(a) 和 图 4. 9(b) 所 示 ， 其 伏 安 约束 关系 如 下 。 
U(s)=sLIL(s)—Li(0-) 


I.(5)= + (4-75) 














式 中 ， 江 称 为 电感 的 复 频 域 感 抗 ， re 的 复 频 训 感 纳 。 记 .C0- ) 是 电感 工 的 初 
始 电 流 ，Li(0_ ) 是 电感 初始 电流 引起 的 附加 电 计 源 - 2 
电流 源 。 附 加 电源 反映 了 电感 初始 电流 ( 初 娩 储 能 ) 的 作用 。 


是 电感 初始 电流 引起 的 附加 


sL 
L(s) SLS 六 
rt vr | (D 
+ 一 二 W 十 U(s) 去 
(0 申 联 NA (b) 并 联 


图 4.9 电感 元 件 复 频 域 电路 模型 

3) 电容 

电容 元 件 时 域 中 的 电路 模型 如 图 4. 7(c) 所 示 ， 其 伏 安 约束 关系 是 
Uc(t) = uc(0-) + 二 上 i(E) dé 


i()=C 


duc(D) 
ee (4—-76) 


对 上 述 两 式 进行 拉 普 拉 斯 变换 可 得 电容 元 件 复 频 域 中 的 串联 电路 模型 和 并 联 电路 模型 如 
图 4.10(a) 和 图 4.10(b) 所 示 ， 其 伏 安 约束 关系 如 下 。 








Uc(s)= 2 

1(s)=sCUc(s)—Cuc(0-) (4=77) 
式 中 ， 坯 称 为 电容 C 的 复 频 域 容 抗 ，sC 称 为 电容 C 的 复 频 域 容纳 。v(0_ ) 是 电容 C 的 初 
始 电压 ， 失 &- > 是 电容 初始 电 夺 引 起 的 附加 电压 源 ，Cw(0- ) 是 电容 初始 电压 引起 的 附加 电 


流 源 。 MT 











E uc0) 3C 





a A | 一 
1s) 5 Q 和 (s) Cud(0) |_o 
党 Uds) ” + Us) - 

Ga) 串联 (b) 并 联 


4.10 电感 元 件 复 频 域 电 路 模型 


基 尔 霍 夫 定 律 的 复 频 域 形式 
基 尔 韦 夫 定律 的 时 域 形式 是 | 
Di =0 Du 二 和 (4-78) 
对 上 述 两 式 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 基 尔 址 夫 定律 的 复 闫 域 形式 ， 
B=0 /Rs)=0 (4 -79) 


这 就 是 说 ， 在 复 频 域 电路 模型 中 ， 汇 集 于 电路 任意 节点 的 所 有 支 路 电流 象 函 数 的 代数 和 恒 
等 于 零 ， 包 含 在 电路 任意 回路 中 的 所 有 支 路 电压 象 函数 的 代数 和 便 等 于 零 。 
用 拉 普 拉 斯 变换 法 分 析 线性 时 不 变 系 统 来 响应 的 步 也 。 
(1) 画 0- 等 效 电 路 ， 求 初始 状态 。 A> 
(2) 面 复 频 域 等 效 模型 。 Zi 
(3) 列 复 频 域 方程 (代数 方程 ) 。 Oe 
(4) 解 复 频 域 方程 ， 求 出 响 应 的 六 因 拉 尖 变换 UCD 或 1， 
(5) 拉 普 拉 斯 道 变换 求 (DD 或 i(1)， 


Ww 


3. 复 频 域 阻抗 与 复 频 域 导 纳 


图 4.11 所 示 电 路 为 RLC 串联 电路 的 时 域 模型 ， 设 电感 工 中 的 初始 电流 为 ii(0- )， 电 
容 C 上 的 初始 电压 为 uc(0- )， 则 在 给 定 参 考 方向 下 可 列 出 时 域 中 的 电路 方程 : 


di(t) 
de 


ur(t) u(t) tuc(t) = Ri(t)+L 十 xc(0-) 十 去 c | i(€) dé = u(t) 


直接 应 用 基 尔 霍 夫 定律 及 元 件 伏 安 关系 的 复 频 域 形式 可 得 RLC 串联 电路 的 复 频 域 模型 如 
图 4. 12 所 示 ， 列 方程 





RIGS)+sLI(G)—Li(0)+ 人 





U(s) 


(Ra+ 去 :jeo=uo+Lio-) 一 全 


ZT EU HLICO) — 


. _uc(0-) 
GD 0 s 


MD Zay Zs) 


(4—80) 








式 中 ，Z(s) 一 R+sL 十 玄 称 为 电路 的 复 频 域 阻抗 ， 令 Y(s) 一 妈 ， 称 为 电路 的 复 频 域 导 纳 。 














Z(s) 
它们 仅 由 电路 参数 和 复 频率 ; 决定 ， 而 I 在 形式 上 和 电路 的 复 阻 
抗 Ziw) 一 R+joL 十 j 及 复 导 纳 了 (jw)= 元 可 十 分 相似 ， 仅 以 复 频 率 * 取代 jw 而 已 。 
S 态 sL 从: MsC uO)s 
i ' a 
; 20 OO - OO ~ 
人) (有 R 区 U(s) 区 
= EU 1(s) 
图 4.11 RLC 串联 电路 的 时 域 模型 图 4312、RLC 串联 电路 的 复 频 域 模型 


在 电流 象 函 数 I(;) 的 表达 式 中 ， 首 项 仅 与 外 施 激励 有 关 ， 故 为 复 频 域 中 的 零 状态 响 
应 ; 尾 项 只 与 初始 状态 有 关 ， 故 为 复 频 域 中 的 零 输 入 响应 。 二 者 三 加 后 为 复 频 域 中 的 全 响 
应 。 零 值 初始 条 件 下 

it05)=0, uc(0-)=0 


UCYSZO) Cs), I(s)aY()UGs) (4-81) 
人 
例 4.27 已 知 当 1<0 时 >? 开关 位 于 “1” 喘 -电路 状态 已 稳定 ， t= 二 0 时 开关 从 “1” 


端 打 到 “2” 端 。 Re 13 所 示 电 路 的 uc (2)。 
解 画 出 复 频 着 网络 模型 如 图 4. RH 所 示 。 


02 i uD) 























图 4.13 时 域 电路 
根据 图 4. 14 可 以 写 出 
(Rt w=E+ 三 (4-82) 
求 出 
IO= 一 至 (4-83) 
人 (R+ 二 |】 
从 而 
E Ds 
Us) I E_ 2E E RC E 人 
E si 5 sGORTD s fiY |s 
Sis RC 











由 拉 普 拉 斯 逆 变 换 得 


uc(t)=E—2Ee- 太 ,1 之 0 (4—85) 
例 4.28 如 图 4.15 所 示 电 路 , 已 知 w(?)==e(DV,， i,(1) 二 6(1)， 起 始 状 态 uc (0- )= 
1V，iL.(0- )=2A, 求 电压 u(1)。 
” xD 0D) 
4 + 


IF 
水 i(?) 


uD) 人) 05Q 3 0) 


图 4.15 例 4.28 图 











+ l/s - 








图 4.16“ 复 频 域 模型 图 
解 对 ui《 邓 和 六 (0) 进行 拉 普 拉 斯 讼 换 ， 得 U,(s) = 二 1/s，1,(5) 二 1， 夯 出 电路 的 复 频 域 
模型 如 图 4. 16 所 示 ， 根据 节点 电压 法 列 出 复 频 域 电 路 方程 











(tart ow=1 2+ 0 i] (4 -86) 
整理 可 得 
4 1 一 3 
下 全 二 有 二 下 人 
进行 拉 普 拉 斯 道 变换 得 


u(t)=e'e(1)—3te elt) (4 -88) 
4.4.5 拉 普 拉 斯 变换 和 傅 里 叶 变换 


拉 普 拉 斯 变换 可 将 线性 时 不 变 系统 的 时 域 微分 方程 转化 为 复 频 域 代数 方 程 ， 且 电路 定 
律 的 复 频 域 形 式 与 频 域 中 的 向 量 形式 十 分 类 似 。 只 要 将 电路 中 的 激励 和 响应 变换 为 对 应 的 
象 函数 ， 以 复 频率 ; 替代 jw， 同 时 考虑 电路 非 零 初始 状态 (初始 储 能 ) 所 引起 的 附加 电源 就 
可 建立 起 复 频 域 形式 的 电路 数学 模型 ， 从 而 直接 列 出 复 频 域 形式 的 电路 方程 。 因 此 ， 电 路 
频 域 分 析 中 述 及 的 各 种 分 析 计算 方法 、 定 理 以 及 各 种 等 效 变换 等 完全 适用 于 复 频 域 电路 的 
分 析 。 

复 频 域 分 析 法 的 分 析 步 骤 如 下 。 
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(1) 绘 出 换 路 后 (1 三 0) 的 复 频 域 电 路 模型 对 电路 激励 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 根据 换 
路 前 终了 时 刻 (1 二 0- ) 电 感 电流 初 值 i.(0- ) 和 电容 电压 初 值 vc(0- ) 正 确 确定 复 频 域 电路 中 
的 附加 电源 及 其 参考 方向 。 

(2) 应 用 线性 电路 的 分 析 方 法 求解 复 频 域 电 路 ， 获 得 待 求 电路 全 响应 的 象 函数 。 

(3) 通过 拉 普 拉 斯 道 变换 获取 待 求 电路 全 响应 的 时 域 解答 ( 原 函 数 ) 并 绘 出 其 波形 。 

通过 本 书 例 题 的 讲述 可 初步 体会 到 复 频 域 分 析 法 的 下 述 特点 。 

(1) 复 频 域 分 析 法 能 自动 考虑 电路 初始 状态 i.(0- )、uc(0- ) 的 影响 ， 因 而 分 析 得 到 的 
是 电路 的 全 响应 ， 外 施 激 励 为 零 时 得 到 的 是 电路 的 零 输 入 响应 ， 零 值 初始 状态 时 得 到 的 是 
电路 的 零 状态 响应 ， 而 频 域 分 析 法 则 只 能 求 取 电 路 的 零 状 态 响应 

(2) 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 下 限 是 ,一 0_ ， 使 用 的 是 换 路 前 终了 时 刻 的 电路 状态 ， 且 计 
入 了 外 施 激励 中 可 能 包含 的 :一 0 时 刻 的 冲 激 函 数 (1) 的 作用 。 因 此 ， 复 频 域 分 析 法 无 须 
求 取 :一 0+ 时刻 的 电路 状态 ， 也 无 须 顾及 1 二 0 时 的 电路 状态 跃 变 。 

(3) 复 频 域 分 析 法 中 ,电感 和 电容 电压 的 象 函 数 既 包含 其 复 频 域 阻 抗 上 的 电压 ， 还 包 
含 其 附加 电压 源 的 电压 ; 电感 和 电容 电流 的 银两 烽 取 包含 其 复 频 域 导 纳 上 的 电流 ， 还 包含 
其 附加 电流 源 的 电流 。 

(4) 复 频 域 分 析 法 和 频 域 分 析 法 都 适用 于 线性 时 不 变 系统 。 

















小 结 六 | 


本 章 主要 讨论 建立 在 柱 普 扩 斯 变换 基础 上 的 复 频 域 分 析 方法 ， 依 次 介绍 了 拉 普 拉 斯 变 
所 人 拉 普 擅 斯 变换 存在 的 条 件 和 收敛 域 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 性 
或 法 ， 徽 分 方程 的 复 频 域 求 解 方法 ， 最 后 介绍 了 电 
阳 民 、 电 不 荆 ,As 容 避 的 复 闫 吉 等 站 电路 模型 图， 利用 复 疾 吉 分 析 法 阔 解 站 汶 响 应 。 夫 入 
入 响应 、 零 状态 响应 、 全 响应 。 


























习 题 
4.1 求 下 列 函 数 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 注 明 收敛 域 。 
全 二 本 (2) 3sin t+2cost Ca ee 
4.2 ”利用 常用 函数 的 象 函 数 及 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 ， 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
(1) e ‘el(t)—e "Ye(t—2) (2) sin rt [e(t)—e(t—1)] (3) 6(41—2) 
4.3 如 已 知 因果 函数 /(4) 的 象 函 数 F(s) 一 一 于， 求 下 列 函 数 y(1) 的 象 本 
数 Y(s)。 


《3 ec 二 (2) te-2 太 (31) 


4.4 拉 普 拉 斯 变换 法 解 微分 方程 
(CD 十 5y (D+6) =3f0) 

















的 零 输 入 响应 和 零 状态 响应 。 








信号 与 系统 (第 ze 版 ) 是 





(1) 已 知 f()=e(), y(0-)=1, y (0- )=2。 
(2) 已 知 f(2D)=eT'e(t), y(0-)=0, y (0-)=1。 
4.5 ”描述 某 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
y (+2yt) = 0 +f) 
求 在 下 列 激励 下 的 零 状 态 响应 。 
(1) f()=e(1), 
(2) f(1)=e "el(r)., 
4.6 如 图 4.17 所 示 的 复合 系统 由 4 个 子 系统 组 成 ， 若 各 个 子 系统 的 系统 函数 或 冲 激 


响应 分 别 为 : Hi) 二 一 -，H, 二 一, h()=e(1), h(4)=e-*e(4), 求 复合 系统 的 冲 

















小 ”人 


激 响应 (2) 。 





图 本 17 题 4.6 图 
4.7 如 图 4.18 所 示 的 复合 系统 是 由 两 个 子 系统 组 成 ， 子 系统 的 系统 函数 或 冲 激 响 应 
如 下 ， 求 复合 系统 的 冲 激 响应 。 
= 
(2) Hi (各 二 b 有 (DD 二 6(1 一 T) ,全 汶 常数 。 


(1) Hi (= , he0) =2e- Ye (1), 





图 4.18 题 4.7 图 


4.8 如 图 4.19 所 示 系 统 , 已 知 当 /(1) 二 el(1) 时 ,系统 的 零 状 态 响 应 y,, (7) 二 (1 一 
5e "十 5e-*)e(1), 求 系数 a、b、c。 











图 4.19 题 4.8 图 





= 
Ww 2 


第 销 草 
系统 辑 数 


系统 函数 在 研究 信和 号 方面 占据 着 相当 重要 的 地 位 ， 特 别 是 在 电子 通信 和 控制 工程 方面 有 着 
很 广泛 的 应 用 。 通 过 对 模型 建立 系统 邓 数 并 且 对 之 加 以 分 析 ， 可 以 对 系统 性 能 进行 更 深入 的 研 
究 。 通 过 系统 函数 不 仅 可 以 研究 输 从 与 响应 之 间 的 关系 5 | 而且 还 可 以 对 系统 的 稳定 性 、 因 果 性 
和 是 否 有 界 等 性 质 做 出 判断 ;从 而 可 以 对 系统 进 生 步履 正 以 使 得 系统 满足 设计 的 要 求 。 

本 章 分 为 4 个 小 节 ,| 昔 在 各 个 小 节 分 别 介绍 系统 函数 及 其 特性 ， 系 统 函 数 与 时 域 和 频 
域 之 间 的 关系 ， 系 统 呆 数 的 建立 和 系统 国 数 的 实现 。 在 本 章 提 到 的 系统 均 为 线性 时 不 变 连 
续 系 统 ， 关 于 线性 时 不 变 离散 系统 本 章 斩 不 做 介绍 。 


人 


掌握 利用 系统 函数 的 零 极 点 求 系统 时 域 响应 和 频 域 响应 的 方法 ; 掌握 根据 系统 函数 的 
零 极点 判断 系统 的 因果 性 、 稳 定性 的 方法 ; 理解 信号 流 图 的 概念 ; 掌握 利用 信号 流 图 进行 
系统 分 析 和 系统 模拟 的 方法 。 


Ws 重点 与 难点 
1. 系统 函数 与 系统 特性 
(1) 系统 函数 有 H(，。 ) 的 零 极点 与 时 域 和 频 域 特性 的 关系 。 
(2) 系统 函数 的 求法 。 
2. 系统 稳定 性 
(1) 因果 系统 (掌握 因果 系统 的 充分 必要 条 件 和 性 质 ) 。 
(2) 稳定 系统 (理解 稳定 系统 的 定义 ， 重 点 掌握 判断 系统 稳定 性 的 方法 ) 。 
3. 系统 方 框图 、 信 和 号 流 图 与 系统 模拟 
(1) 信号 流 图 与 梅森 公式 (重点 掌握 由 系统 的 信和 号 流 图 利用 梅森 公式 求 系统 函数 的 方法 ) 。 
(2) 系统 模拟 (掌握 由 系统 函数 画 出 直接 形式 、 并 联 形式 和 级 联 形 式 信号 流 图 的 方法 ) 。 








5.1 系统 函数 及 其 特性 


5.1.1 系统 函数 
设 F(s) 为 输入 函数 /CD) 经 拉 普 拉 斯 变换 后 的 象 丽 数 ，Y(s) 为 系统 输出 零 状态 响 


应 y() 经 拉 普 拉 斯 变换 后 的 象 函数 ,那么 系统 函数 则 为 




















_Y(s) “3 
H(S) = Ee) {5-1) 
回 训 交加 对 于 线性 时 不 变 连续 系统 ， 在 时 域 可 以 用 数学 模型 n 阶 的 
E 微分 方程 来 表示 输入 与 输出 的 关系 ， 如 


回 
【线性 时 不 变 连续 系统 描述 】 


Day = Daron (5—2) 
系统 外 施 激励 六 避 为 单位 冲 激 函数 6(1) 时 ， 激 励 象 函数 
F(s) 二 1， 系 统 的 零 状 态 响应 就 是 单位 冲 激 响应 亡 (1)。 对 h(4) 取 拉 普 拉 斯 变换 即 可 得 到 系 
统 函 数 电 (;)。 对 式 (5 -2) 取 拉 普 拉 斯 变 焕 可 得 











ACIY(s)=B(s) Fs) (5-3) 
Y(s) _B(;s) yy 
| F(s)™ ACGs) bd 
式 中 ，A(5) 为 ;的 n 次 多 项 式 ，B(s) 为 ;的 m 次 多 项 式 。 
系统 函数 则 为 , 
TY(s) _ Bls) 
H(s) BC) AC (5-5) 


5.1.2 系统 的 零点 和 极点 


在 n 阶 线性 时 不 变 系统 复 频 域 系统 函数 厅 (;) 的 一 般 形式 为 式 (5 -5)， 在 系统 函数 
HH(s) 中 A(s) 为 ;的 n 次 多 项 式 ，B(s) 为 ;的 m 次 多 项 式 。 故 系统 函数 可 以 写 为 















B(s) ?二 一 十 如 5 十 如 
HO A 十 … 十 a1s 十 ao 人 
令 A(s)= 二 0， 可 得 
AG) =a, [f(s—a)=0 (5-7) 
= 
式 中 ， ay，auwr，ai，…，owi 为 系统 函数 的 极点 。 
令 B(s) 二 0， 可 得 
B(s) =%b, 1 m6)=0 (5-8) 
1 
式 中 ,bi ，b。，bs，*…，b; 为 系统 函数 的 零点 。 








下 面 对 系 统 函 数 的 零 极点 加 以 讨论 。 
系统 的 零点 和 极点 的 取 值 可 能 是 实数 零点 和 极点 ， 也 有 可 能 是 复数 。 当 出 现 复数 零点 
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或 极点 的 时 候 ， 系统 的 零点 或 极点 都 是 共 思 出 现 的 ， 也 就 是 说 系统 函数 在 复 频 域 平面 上 关 
于 实 轴 对 称 。 系 统 的 零 极点 类 型 一 般 有 以 下 几 种 : 一 阶 的 极点 和 零点 ， 实 数 的 一 阶 零 极点 
都 在 * 平 面 的 实 轴 上 ;， 一 阶 复 共 斩 的 零点 和 极点 ， 关 于 实 轴 对 称 ; 二 阶 的 零点 和 极点 ， 对 
于 二 阶 的 实数 零点 和 极点 同样 在 ;平面 的 实 轴 上 ， 此 时 的 两 个 相同 根 在 实 轴 上 的 一 个 点 
上 ;， 对 于 二 阶 复 共 斩 的 零点 和 极点 ， 与 一 阶 复 共 斩 的 根 类 似 ， 也 是 关于 实 轴 对 称 且 两 个 根 
也 在 复 频 域 平面 同一 个 点 上 。 


GD 当 x 人 > 几时， 为 严 真情 形 。 当 |*| 一“ 时， 有 lim 一 
无 穷 远 处 有 一 个 一 m 阶 的 零点 。 

(2) 当 一 六 时 ， 为 真情 形 。 当 |*| 一 = 时 ， 有 iim 一 2 一 <，( 为 常数 ， 若 线性 时 
不 变 系统 为 因果 系统 ， 则 系统 的 零 状 态 响 应 让 的 起 瓜 时 坦 六 本 由 本。 
尖 ， 可 以 认为 系统 两 数 在 无 穷 远 处 有 











bs” 





7 二 0， 可 认为 系统 函数 在 





(3) 当 n<m 时 ,|s| 一 


























一 个 一 n 阶 的 极点 。 这 里 只 讨论 当 wn 三 m 时 的 情形 。 加 起 项 回 
例 5.1 求 FG)= 3 的 零点 和 极点 ， 并 Ey 
tt1ls Mm 男 
在 :平面 内 面 出 零点 和 极点 的 分 布 图 > 【采用 MATLAB 绘 抽 
解 象 函 数 FGsy) 的 分 母 多 项 式 为 零 极点 图 】 
AGs)=5 3 S55 二 +55 十 24s [8 衬 (5 十 1) (5 十 25 十 2) (5s 一 3)? (5-9) 
令 A(G)=0 可 得 系统 的 极点 
S71 =—1, spe tj? ss 1 一 j，sw 一 sw 一 3 (5—10) 
令 B(s) 二 0 可 得 系统 的 零点 
sa 一 一 1，se 一 一 2 (5-11) 


系统 函数 的 零点 和 极点 分 布 如 图 5. 1 所 示 。 





jo 回 夺 品 回 
可 
二 3 
2 
| 条 【二 阶 极点 变化 】 
x 
O) 
于 一 全 一 盘 和 一 十 一 米 二 
2 ,2 从 -出 3 Ft Ld 
x 13 
十 < 要 
十 -j 





图 5.1 系统 函数 的 零点 和 极点 分 布 图 
代表 极 点 , 〇 代表 零点 











在 例 5. 1 中 ，sn 为 系统 函数 的 一 阶 实 数 极点 ; sa 、s 为 系统 函数 的 一 阶 实数 零点 ; 


smz、sms 为 系统 函数 的 一 阶 共 堪 复数 极点 ; se 、se 为 系统 函数 的 二 阶 实数 极点 。 


5.2 系统 函数 与 时 域 、 频 域 之 间 的 关系 


5.2.1 系统 函数 与 时 域 的 关系 


通过 第 4 章 的 拉 普 拉 斯 变换 不 难 找 出 系统 函数 与 时 域 之 间 的 关系 。 将 系统 函数 进行 部 





分 分 式 展开 可 以 得 到 如 下 的 形式 。 
(1) 当 部 分 分 式 展 开 出 现 1/s 时 





L-:(G1/)-e(D) ， 

(2) 当 部 分 分 式 展开 出 现 常数 c 时， 通过 拉 普 拉 斯 变换 的 时 域 微分 性 质 有 
LU) RO 

L(Y) seo) 


可 得 一， 
L760 





(3) 当 部 分 分 式 展开 四 更 -时 


LB: (EY >ce “elt) 





(4) 当 部 分 分 式 展开 出 现时 


(a ”cte “el(t) 


(5) 当 部 分 分 式 展开 出 现 二 于 7)7 二 zz 时 





i (ce cos(at+O)e(1) 


其 中 ，c、0 为 常数 。 
若 )>0， 系 统 函 数 的 极点 都 分 布 在 平面 的 左 半 开 平面 ， 此 时 系统 对 应 的 时 
均 有 衰减 因子 e“， 当 : 趋 于 无 穷 时 可 以 看 到 系统 函数 是 收敛 在 0 处 的 。 故 这 科 





《5-12) 


(5-16) 


COLT 


(5—18) 


域 函 数 中 
情况 称 系 


若 4 二 0， 系 统 函 数 的 极点 都 分 布 在 ;平面 的 虚 轴 上 (对 于 一 阶 系统 )， 此 时 系统 对 应 的 
时 域 函数 中 均 没 有 衰减 因子 e “， 当 ~c= 时 可 以 看 到 系统 函数 在 时 域 里 并 不 是 衰减 的 。 


对 于 情况 (3)， 系 统 函 数 是 一 条 直线 ; 对 于 情况 (5)， 则 是 一 条 均匀 振荡 的 正弦 























车 4 二 0， 系 统 函 数 的 极点 都 分 布 在 ;平面 的 右 半 开平 面 ， 此 时 系统 对 应 的 时 





线 。 
域 函数 中 


均 有 增长 的 指数 因子 e“ 。 随 着 时 间 的 增长 ， 系 统 振动 幅度 越 来 越 大 ， 此 时 系统 是 不 稳定 





的 。 对 于 高 阶 (二 2 阶 ) 的 极点 ， 也 就 是 说 有 H(s) 存 在 7 重 
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车 4 二 0, r 重 极 点 都 分 布 在 ; 平面 的 左 半 开平 面 。 可 以 证 明 ， 系 统 此 时 在 1 一 > 时 是 收 
敛 的。 车 4 三 0， 系统 是 不 稳定 的 。 通 过 图 5. 2 可 以 更 直观 地 理解 极点 与 时 域 的 关系 。 








4jw 









































图 5.2、\ 末 (8) 的 极点 与 所 对 应 的 时 域 响应 函数 

由 上 述 讨论 可 以 得 到 如 下 结论 。 

(1) 系统 的 自由 响应 、 冲 激 响应 的 函数 形式 是 由 理 (s) 的 极点 确定 的 。 

(2) 系统 的 稳定 性 也 是 由 H(Gs) 的 极点 分 布 在 平面 的 位 置 确定 的 。 当 系统 的 全 部 极点 
分 布 在 ;平面 的 左 半 开平 面 时 ， 系 统 是 稳定 的 。H(s) 在 虚 轴 上 的 一 阶 极点 对 应 的 响应 函数 
幅度 是 不 随时 间 变 化 的 。H(s) 在 虚 轴 上 的 二 阶 及 二 阶 以 上 或 右 半 开 平面 的 极点 对 应 的 响 
应 函数 幅度 都 随 着 时 间 的 增加 而 增 大 ， 当 1 一 时， 它们 都 趋 于 无 穷 大 。 


5.2.2 系统 函数 与 频 域 的 关系 


对 于 连续 的 因果 系统 ， 如 果 系 统 函 数 理 (s) 的 极点 都 在 ;平面 的 左 半 平面 ， 那么 它 在 
虚 轴 上 (= 一 jo) 也 收敛 。 因 此 系统 的 频率 响应 函数 如 下 。 





























H(jw) = H(s) | =! (5 -19) 
a, [T[ Gow —a) 
我 们 知道 ,任意 的 一 维 矢量 在 复 平面 里 面 可 以 用 模 值 和 相 角 表示 ， 如 
a=|A|e’ (5 — 20) 


矢量 的 模 值 为 矢量 的 长 度 ， 矢量 的 辐 角 是 自 实 轴 沿 逆 时 针 方 向 转 至 该 矢量 的 夹 角 。 

变量 jw 为 一 个 起 点 为 坐标 原点 , 方向 为 虚 轴 正方 向 的 失 量 。 极 点 a; 也 是 一 个 矢量 ， 
起 点 为 坐标 原点 ,方向 为 从 原点 指向 极点 ， 辐 角 的 大 小 为 自 实 轴 沿 逆 时 针 方向 转 至 该 矢量 
的 夹 角 。jw 一 a; 可 以 看 成 是 两 个 矢量 之 差 . 如 图 5.3 (a) 所 示 。 当 a 变化 时 ， 差 矢量 
jw 一 a; 也 随 之 变化 。 

















图 5.3 零 极点 的 矢量 图 
对 于 任意 极点 a; 和 零点 5;， 将 jw 一 a; 表示 为 


jo—a=Aien | (5-21) 
同 理 ，jw 一 b; 表示 为 二 加 
jo Be (5—22) 


式 中 ，A, 、B, 分 别 是 差 矢 量 jw 一 a, 和 闻 二 Wr 的 模 ，0,、y 是 它们 的 辐 角 ， 如 图 5. 3(b) 所 
示 ， 于 是 式 (5 - 19) 可 以 表示 为 
办 及 各， B，… BarwD 







H(jwb, |H(Gw) | arw (5-23) 
aAAsAs A 
系统 函数 有 HGjw) 的 模 值 为 SA 
SS 六 之 久 B,B, Bi…B。 _ 
XX IHODA A (5 -24) 
辐 角 p(w) 为 
9(w) = > Do (5 —25) 


当 w 从 0( 或 一 吕 ) 变 动 时 ， 各 矢量 的 模 值 和 辆 角 都 将 随 之 变化 ， 差 矢 量 jw 一 a; 也 将 随 
之 变化 ,根据 式 (5 -24) 和 式 (5- 25) 就 可 以 得 到 其 幅 频 特性 曲线 和 相 频 特性 曲线 。 


例 5. 2 二 阶 系统 丽 数 为 厅 () 一 气 于 2 二 2 ， 画 出 系统 的 幅 频 、 相 频 特 性 。 























_(s—1)+1 
解 PODS eps 
令 AGs) 二 0， 即 G 十 1)? 十 1=0, 令 B(s) 二 0， 即 (5 一 1)* 十 1=0, 可 得 
5 二 一 1 十 }， 






—1—j (5 -26) 
sht =1+j, swe j 
零点 和 极点 的 分 布 如 图 5. 4 所 示 。 
在 例 5.2 中 其 频率 特性 为 
Gw—su ) Gw— sw) 








H(ijw)= (5—27) 
(jw 一 sm)(jw 一 ss ) 
由 于 sa 和 sn 镜像 对 称 ， 故 ;和 sw: 镜像 对 称 ， 所 以 有 | 有 H(w) | 二 1。 其 相 频 特性 为 
9p(w) 一 2r 一 2 [arctan(w 十 1) 十 arctan(w 一 1)] 《5 一 28) 








当 w=0 时 ，p(w) 王 2r， 当 w~cc= 时 ， 
幅 频 图 和 相 频 图 如 图 5. 5 所 示 。 


jo 








图 5.4 H(s) 零 点 和 极点 的 分 布 图 
从 例 5. 2 可 以 看 出 ， 系 统 的 幅 频 响应 为 一 常数 对 所 有 频率 的 
称 为 全 通 函数 。 在 系统 函数 中 ， 凡 是 极点 在 左 兴 平面 ,零点 在 右 半 平面 ， 且 极点 与 零点 关 
于 虚 轴 镜像 对 称 的 函数 均 称 为 全 通 函数 3 如 果 系 统 的 零点 和 极点 都 在 s 平面 的 左 半 平面 ， 
那么 这 种 系统 称 为 最 小 相 移 函数 。 由 
设 系 统 函 数 有 两 个 极点 在 左 闪 平面 ， 且 分 别 为 二 4a! 、 一 a;。 一 a! 、 一 as 共 轿 对 称 。 两 
个 零点 也 均 在 左 半 平 面 ， 分 别 为 一 bi 、 一 b;, 。 一 bx 二 反共 思 ge 对称 ， 则 有 系统 函数 
> (stb ) (stb sth) (sto ) 
Gta) sta) “(sta) (star ) 
其 零点 和 极点 的 分 布 图 如 图 5.6 所 示 计 | 
从 图 5. 6 可 以 写 出 p(w) 的 函数 
gi(w) 二 ( 册 十 电 ) 一 (01 十 0;) (5 -30) 
车 以 一 a 、 一 as 为 极点 ， 以 一 b 、 一 bs 关于 虚 轴 镜像 对 称 的 点 为 零点 ， 从 图 5.7 可 以 
得 到 











《5=297 





SEN) 














久 (o@) 一 (x 一 内) 十 (一 加 ) 一 (0 十 多 ) 一 2r 一 办 一 央 一 外 一 久 (5-31) 


旬 (o) 一 四 (w) 一 2x 一 2( 轴 十 几 ) (5-32) 








ay 








图 5.6 零点 和 极点 都 在 左 半 平面 且 共 思 对 称 图 5.7 零点 和 极点 关于 虚 轴 对 称 











当 w 从 0 趋 于 无 穷 时 ， 内 十 几 趋 于 x， 则 gy(w) 一 gi(w) 趋 于 0， 因此 有 
(wo) 一 Pi (wo) 过 0 5=83) 
由 此 可 知 ， 在 幅 频 特性 相同 的 条 件 下 ， 零 点 在 * 平面 的 左 半 平 面 的 系统 具有 最 小 的 相 
频 特 性 ， 故 称 为 最 小 相 移 系 统 。 任 意 的 一 个 非 最 小 相 移 系 统 可 以 表示 为 相同 幅 频 特 性 的 全 
通 函数 与 最 小 相 移 函 数 的 乘积 。 








5.3 系统 的 稳定 性 和 因果 性 


5.3.1 系统 的 稳定 性 


稳定 性 是 系统 本 身 的 一 种 属性 ， 而 与 系统 的 输入 (激励 准 状态 无 关 。 直 观 地 讲 ， 系 统 
在 外 界 干扰 下 产生 的 响应 在 干扰 消失 后 最 终 趋 于 零 , “系统 就 是 稳定 的 ; 在 干扰 消失 后 系统 
响应 随 t 无 限 增长 ， 系 统 就 是 不 稳定 的 。 系统 稳定 意味 着 系统 在 有 界 激励 ff 
M) 作 用 下 的 零 状 态 响应 y(w) 也 是 有 界 的 (好 [yD| 壹 M,)。 可 以 证 明 ， 系统 具 有 稳定 性 
的 充 要 条 件 是 系统 的 单位 冲 激 响应 (4) 绝对 可 积 ， 就 是 说 
RNS Hold < (5—34) 
据 此 式 可知 系 统 稳定 :的 必要 条 件 为 ~ 
Jim AGO 一 0 [ 沁 要 条 作 (5-35) 
(1) 根据 复 闫 大 系统 硝 数 的 极点 (分 CO 分布 可 以 判定 系统 稳定 性 。 
@ 稳定 系统 : 4 人 金 部 极点 位 于 平面 的 左 半 开平 面 ， 即 满足 limh(z) 二 0。 
@ 从 办 克 生 末 统 ， HG 在 jw 轴 上 存在 单 阶 极点 其 余 极点 均 位 于 、 平面 的 左 半 开平 
面 ， 即 满足 limh(4) 二 有 限 ( 定 或 不 定 ) 值 (常量 或 等 幅 振 荡 )。 
@ 不 稳定 系统 ; 在 jw 轴 上 存在 重 阶 极点 或 在 * 平面 的 右 半 开平 面 上 有 极点 分 布 ， 即 
满足 lim h()=% 
(2) 根据 罗斯 准则 判定 系统 稳定 性 。 罗 斯 准则 并 不 要 求知 道 极点 的 具体 值 ， 而 只 需 知 
道 极点 的 分 布 区 域 以 判定 系统 稳定 性 。 罗 斯 准则 的 内 容 如 下 。 
D(s)=a,s’ 二 Tai1s" ! 十 … 十 ais 十 ao 《5= 36) 
的 全 部 系数 a; 均 为 非 零 正 实 常数 ， 且 无 缺 项 。 罗 斯 阵列 中 第 1 列 的 "十 1 个 数字 符号 全 为 
正 号 ， 

















1 s a 大 
六 Qi-3 Qn 
3 Wy bi 
(5—37) 
4 Co 一 








第 5 章 系统 函数 








上 述 罗 斯 阵列 中 第 1、2 行 元 素 由 分 母 多 项 式 D(s) 按 二 阶 递减 取 其 系数 分 别 构成 。 第 


3 行 及 其 以 后 的 各 行 元 素 按 以 下 规律 计算 。 


列 的 "十 1 个 数字 符号 全 正 ， 则 复 频 域 系 统 函 数 有 H(s) 的 极点 全 部 位 于 ;平面 的 左 半 开平 

















Gs dn a 
= | = | 
Ql | ao- Ars Gal | ae Qn-s 
|W Gs .lor da (5—38) 
co-1 一 一 ， Cn-3 一 一 到 
bi by bs bi by 2- 








依 此 递 推 ， 直 至 第 "十 1 行 。 最 后 一 行将 只 余 一 项 非 零 元 素 。 若 罗斯 数字 阵列 中 第 1 











面 ， 系 统 就 是 稳定 的 ; 若 罗 斯 数字 阵列 中 第 1 列 的 十 1 个 数字 符号 不 全 为 正 号 ， 则 符号 
改变 的 次 数 就 是 复 频 域 系统 函数 万 (*) 位 于 * 平面 右 半 开平 面 上 的 极点 个 数 ， 系 统 就 是 不 
稳定 的 。 显 然 ， 对 于 二 阶 系统 "一 2， 分 母 多 项 式 DG) 的 各 项 系数 (无 缺 项 ) 均 为 正 时 ， 系 


统 肯 定 是 稳定 的 。 





~ 一 


5.3.2 系统 的 因果 性 YXN 厂 


于 任意 的 


则 


连续 因果 系统 的 充 芬 必要 条 件 是 冲 激 腹 应 


对 于 连续 因果 系统 是 指 系统 的 零 状 态 响 应 wy。(0) 不 出 现在 系统 的 激励 JD 之前， 即 对 
CD=0 6 (5-39) 


yakts0s ti<0 (5 一 40) 


h(t)=0, t<0 (5 一 41) 


或 者 系统 函数 HG) 的 极点 都 在 收敛 轴 Re[Ls]=m 的 左边 。 


例 5.3 图 5.8 所 示 的 连续 因果 系统 的 系数 如 下 ,判断 该 系统 是 否 稳定 。 
(1) @ =2, a=3; 

(2) @0 =—2, ai=—3; 

(3) ao 一 2，a 一 一 3。 

















图 5.8 系统 函数 的 框图 

解 ” 设 左 端 加 法 器 的 输出 为 XC)， 则 可 列 出 方程 
X() 一 ais 1X(S) 十 aos *X(s)+F(s) (5 一 42) 
Y(s)=2X(s)+s 2X(C) (5 一 43) 


由 式 (5-42) 及 式 (5-43) 可 以 解 得 系统 函数 为 











YG) Be 2 二 


























hi Bla =o —u .=a 人 
A(s) =5—a1s—ao (5 -45) 
ty = w= 
A(s)=5—3s—2=0 (5 -46) 
极点 为 
=, po (5 -47) 
由 于 极点 不 全 部 在 左 半 开 平面 ， 故 系统 不 稳定 。 
(2) 当 &= 一 2, a 二 一 3 时 
AG) 一 中 十 35 十 2 一 0 及 (5 —48) 
极点 为 CA 
加 一 一 1<0，pesC 80 (5-49) 
由 于 极点 全 部 在 左 半 开 平面 ， 故 系统 稳定 。 下 
(3) 当 wm 一 2，w 一 一 3 时 
AGO ST3s—2=0 (5-50) 
极点 为 
2 下 人 -< Cody 


由 于 极点 不 全 部 在 左 半 让 平面， 故 系 统 不 稳定 。 


“5.4 信号 流 图 与 系统 结构 的 实现 


5.4.1 信号 流 图 


节点 和 有 向 支 路 构成 的 能 够 表征 系统 功能 及 信号 流动 方向 的 图 称 为 系统 的 信号 流 
图 ， 人 信号 流 图 中 的 节点 “O 〇 ” 除 表示 信号 变量 外 还 对 流入 节点 的 信号 具有 求 和 
作用 。 有 向 支 路 则 表示 了 信号 的 传输 方向 及 支 路 ( 子 系统 ) 的 复 频 域 系统 函数 ( 复 频 域 系统 
函数 直接 写 在 有 向 支 路 的 箭头 旁边 ) 。 


1. 信号 流 图 中 的 名 词 


(1) 节点 : 表示 系统 信号 变量 的 点 称 为 节点 。 每 个 节点 代表 一 个 信号 。 节 点 代表 的 信 
号 等 于 输入 该 节点 的 全 部 信号 之 和 ， 与 输出 支 路 无 关 。 

激励 节点 : 代表 系统 激励 信号 的 节点 称 为 激励 节点 ， 又 称 源 点 ， 如 图 5. 9(a) 中 的 Xi 。 
激励 节点 的 特点 是 其 上 只 有 流出 的 支 路 ， 而 无 流入 的 支 路 。 

响应 节点 : 代表 系统 响应 信号 的 节点 称 为 响应 节点 .又 称 汇 点 或 阱 点 ， 如 图 5. 9(b) 
中 的 Xs 。 响应 节点 的 特点 是 其 上 只 有 流入 的 支 路 ， 而 无 流出 的 支 路 [在 用 H(s) 二 1 的 支 路 
进行 隔离 时 ] 。 














混合 节点 : 既 有 信号 输入 又 有 信和 号 输出 的 节点 称 为 混合 节点 。 混 合 节点 代表 的 信号 就 
ee 该 输出 信号 等 于 所 有 输入 信号 之 和 ， 而 与 输出 支 路 无 关 。 

(2) 支 路 : 连接 两 个 节点 的 有 向 线段 称 为 支 路 。 每 条 支 路 代表 一 个 子 系统 ， 支 路 方向 
a i 头 旁 标注 的 是 相应 子 系 统 的 复 频 域 
系统 函数 。 

(3) 开路 与 任意 节点 仅 相遇 一 次 的 通路 称 为 开通 路 ， 简 称 开 路 。 显 然 ， 开 路 是 首尾 
节点 不 同 ， 不 闭合 的 通路 ， 如 图 5. 9(b) 所 示 。 其 中 ,由 激励 节点 至 响应 节点 的 开通 路 称 
为 前 向 开通 路 ， 简 称 前 向 通路 。 

(4) 通路 : 从 任意 节点 出 发 沿 支 路 箭头 方向 连续 经 由 若干 相连 支 路 到 达 另 一 节点 的 路 
径 称 为 通路 ， 如 图 5. 9(c) 所 示 。 可 见 ， 通 路 申 一 条 或 数 条 同 向 支 路 组 成 ， 且 通路 的 复 频 域 
系统 函数 为 通路 中 各 支 路 复 频 域 系 统 函 数 之 积 。 

(5) 环 路 : 首尾 节点 重合 的 闭合 通路 称 为 环 路 ,又 称 回路 ， 如 图 5. 9(d) 所 示 。 其 中 ， 

只 有 一 个 节点 和 一 条 支 路 的 环 路 称 为 自 环 路 ， 简称 自 环 。 而 不 存在 公共 节点 的 两 个 环 路 称 
为 互 不 接触 的 环 路 。 
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5.9 信号 流 图 中 的 基本 结构 


根据 系统 的 信号 流 图 直接 求 取 复 频 域 系统 两 数 H(s) 一 去 的 计算 公式 称 为 梅森 公式 。 

















1 -这 _ 
Hl) = FS = AP'A (5—52) 


式 中 , A 二 1 一 DL 十 DL, (DLC3) 一 DL,(5)L,(s)L,(s) 十 … 称 为 信号 流 图 的 特征 
行列 式 。 

3)L(s) 为 信号 流 图 中 所 有 不 同 回路 的 增益 之 和 ，L,(;) 为 第 i 个 回路 的 增益 。 

LG)L,(s) 为 信号 流 图 中 所 有 两 两 互 不 接触 回路 的 增益 乘积 之 和 。L, (s)L,(s) 为 
两 个 互 不 接触 回路 的 复 频 域 系统 函数 之 积 。 

L(G)L, C5)L,(s) 为 信 流 图 中 所 有 3 个 互 不 接触 回路 的 增益 乘积 之 和 ， 和 式 中 的 每 
项 L,(5)L,(s)L,(s) 为 3 个 互 不 接触 回路 的 增益 之 积 。 

依 此 类 推 ，P, 是 由 激励 节点 至 所 求 响应 节点 的 第 条 前 向 开通 路 中 所 有 支 路 增益 的 乘 
积 。A; 是 除去 第 i 条 前 向 开通 路 后 所 余子 流 图 的 特征 行列 式 ， 其 求 取 方 法 同 A。 
例 5.4 求 图 5.10 所 示 的 连续 系统 的 系统 函数 万 (*) 。 
























































FUs) 岂 Ys) 
图 5.10 系统 函数 的 信号 流 图 
解 图 5.10 所 示 流 图 中 共有 3 个 回路 ,各 回路 的 增益 分 别 为 
= (5-53) 
用 一 一 5571 5 一 一 55 (5—54) 
Ls=—6s™! sl + ss!=—6s? (5-55) 
它们 没有 两 个 以 上 互 不 接触 的 回路 ， 则 特征 多 项 式 为 
A 一 1 一 (六 十 La 十 Las) 一 1 十 48-1 十 5 十 65- (5-56) 
它 有 两 条 前 向 通路 ， 其 增益 分 别 为 
Pi=1° 5s! .2=2s-! (5-57) 
忆 一 1. sss (一 1]) 一 一 5 (5-58) 
由 于 各 回路 都 与 此 二 前 向 通路 接触 ， 则 其 特征 多 项 式 的 余 因 子 分 别 为 
Ai=1, A,=1 (5—59) 
由 梅森 公式 ， 可 得 该 连续 系统 的 系统 函数 为 
SS_YG)_1e 201—ss 2 一 1 四 
Sy AZPA 下 











5.4.2 系统 结构 的 实现 








系统 结构 的 实现 一 般 有 很 多 种 方法 ,但 是 一 般 比 较 常 用 的 有 以 下 3 种 : 直接 实现 的 方 
法 、 级 联 的 方法 、 并 联 的 方法 。 











1. 直接 实现 的 方法 


系统 函数 
了 0 
下 (>) i 
将 式 (5 - 61) 分 子 分 母 同 时 除 以 s" 可 得 
Dns" "This" 
(—aris 图 
将 分 母 看 成 是 梅森 公式 中 特征 行列 式 A， 从 而 可 知 、 在 此 系统 函数 中 没有 两 两 不 接触 
的 回路 ,同时 也 没有 多 个 回路 不 接触 的 情况 。/ 同 时 也 可 以 知道 ,系统 中 每 任意 的 两 个 回路 
都 与 前 向 通路 相 接 触 。 因 此 可 以 获得 有 H(s) 的 信号 流 图 如 图 5. 11 所 示 的 两 种 形式 。 仔 细 观 
察 不 难 发 现 ， 将 图 5.11(a) 中 的 信号 传输 方向 都 翻转 且 将 源 点 与 汇 点 对 调 就 得 到 
图 5.11(b) 的 形式 ， 称 这 种 变换 为 转 置 ;- 










H(s) 











H(s)=7 








b Ys) 























os) 
图 5.11 式 (5-62) 所 示 系 统 函数 的 信号 流 图 
并 证 ss 3s+2 丽 数 画 由 信 旦 
例 5.5 已 知 连续 系统 的 系统 函数 为 H(s) Tas oti 由 系统 函数 画 出 信和 号 
流 图 。 
3s 十 2 3s +2s 人 
解 H(OT Tatl IC 7 Co 
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图 5.12 由 系统 函数 直接 实现 的 信号 流 图 
2. 级 联 的 方法 和 并 联 的 方法 


将 系统 函数 也 (s) 分 解 为 若干 因子 乘积 的 形式 称 为 级 联 % 
了 (CS) bms "十 bs" 十 Bb 十 … 十 bs 十 bo 











下 一 一 5 一 64 
Fe) F(s) avs" Tan-is"y er 二 .十 as 十 ao 人 
对 式 (5 -64) 进 行 因 式 分 解 可 得 SAN 
区 = (Gs—b1 N85 b;) (Gs—ba) (一 加 ) (5-65) 





(sviaD (Sas)(s—as)"(s—a,) 
=H,(0s)H,(s)H;(s)H,(s) (5—-66) 
则 其 信号 流 图 如 图 5. 13(a) 所 示 ， | 
将 系统 函数 于 (;) 分 解 为 若干 因 子 累加 的 形式 称 为 并 联 。 
将 式 (5 - 64) 进 行 部 分 分 式 展开 得 、 
于 (5-67) 


al 15 一 az 一 03 a 








=Hi(s)+H,(s)+ Hi(s)+.… +H,(s) (5 -68) 
其 信号 流 图 如 图 5. 13(b) 所 示 。 








Fls) = Ys) 





图 5.13 H(s) 级 联 与 并 联 图 


md | 


例 5.6 夯 出 系统 函数 H(O)= ro Te 


解 (1) 级 联 的 实现 。 


级 联 和 并 联 的 流程 图 。 
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瑟 () 一 村 一 (5—69) 
Hi(s) 的 信和 号 流 图 如 图 5. 14(a) 所 示 。 
s—1 
H:(s) = FerT6 (5-70) 
HH,(s) 的 信号 流 图 如 图 5. 14(b) 所 示 。 
H(s)=H,(s)H,(s) (5-71) 
于 (5) 的 级 联 信号 流 图 如 图 5. 14(c) 所 示 。 
和 Se 1 
oe = 一 0 
Na 
(a) 
人 y 
1 I! 
0- oO 
(©) 
图 5.14 系统 函数 的 级 联 实现 
(2) 并 联 实现 。 
将 系统 函数 于 (s) 进 行 部 分 分 式 展开 得 
(5—72) 
(5—73) 
Hi(s) 的 信号 流 图 如 图 5. 15(a) 所 示 。 
eB 1 | 5.-2 
H;(s) nt Ss (5—74) 


Sst6 I—(—Ss *—ts *) 














.信号 写 系 统 (第 版 ) ,| 


理 ;(s) 的 信号 流 图 如 图 5.15(b) 所 示 。 
H(s)=H,(s)+H,(s) 
吾 (s) 的 并 联 信号 流 图 如 图 5. 15(c) 所 示 。 
也 可 将 系统 函数 吾 (*) 部 分 分 式 展开 成 


_ -1，3 一? 
HD 4 








(5 一 76) 


分 别 画 出 3 个 部 分 分 式 的 信号 流 图 ， 将 三 者 并 联 亦 可 得 互 (*) 的 信号 流 图 如 图 5. 15(d) 


所 示 。 














图 5.15 系统 的 并 联 实现 














小 结 


本 章 首先 介绍 了 什么 是 系统 函数 及 系统 函数 的 特性 ， 接 着 介绍 了 系统 函数 与 时 域 、 频 
域 之 间 的 关系 ， 然 后 讨论 了 如 何 根据 系统 函数 判断 系统 的 因果 性 和 稳定 性 ， 最 后 介绍 了 系 
统 的 信号 流 图 及 系统 结构 的 实现 方法 。 














习 题 五 


5.1 连续 系统 a 和 4， 甚 系统 函数 甩 (s) 的 零点 极点 分 布 如 图 5. 16 所 示 ， 而 且 已 知 当 
s 二 0 时 ，H(0)=1。 





图 5,16 题 5.1 图 
(1) 求 出 系统 函数 及 (;) 的 表示 式 ; 
(2) 粗略 面 出 其 幅 频 响应 
5.2 连续 系统 a 和 和 4b, 其 系统 函数 HH(s) 的 零点 极点 分 布 如 图 5. 17 所 示 ， 且 已 知 当 
5 一 co 时 ， 刀 (co) 三 人 
(1) 求 出 款 统 函数 也 () 的 表达 式 。 
(2) 写 出 幅 频 响应 | 责 (jo) | 的 表示 式 。 





jo "| 
关 - 2 并 
-2 0| 2 of 20 
(a) (b) 


图 5.17 题 5.2 图 


5.3 图 5.18 所 示 连 续 因 果 系 统 的 系数 如 下 ,判断 该 系统 是 否 稳定 。 
(1) ao=2, a=3 (2) wa 一 一 2，w 一 一 3 (3) wm 一 2，aw 一 一 3 





XY(s) 





图 5.18 题 5.3 图 























5.4 图 5. 19 所 示 为 反馈 因果 系统 ， 已 知 G(s) = 二 4 KK 为 常数 。 为 使 系统 稳 
定 ， 试 确定 K 值 的 范围 。 

















Fs) 





Js) 
人 





图 5.19 题 5.4 
5.5 求 图 5. 20 所 示 连 续 系统 的 系统 函数 H(;)。 





图 5.20 题 5.5 图 


5.6 图 5.21 所 示 为 连续 线性 时 不 变 因果 系统 的 信号 流 图 。 
(1) 求 系统 函数 H(s)， 一 
(2) 列 写 出 输入 输出 微分 方程 。 
(3) 判断 该 系统 是 否 稳定 。 






~ 1 Ys) 


-2 


图 5.21 题 5.6 图 
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在 线性 时 不 变 连续 系统 中 ， 为 了 各 移 解 微分 方程 的 困难 ， 可 以 通过 拉 普 拉 斯 变换 把 微 
分 方程 转换 为 代数 方程 。 出 于 同样 的 动机 ， 也 可 以 通过 一 种 称 为 = 变换 的 数学 工具 ， 把 差 
分 方程 转换 为 代数 方程 ， 为 求解 常 系数 差分 方程 提供 了 一 个 有 效 的 方法 ， 从 而 使 离散 系统 
的 分 析 大 为 简化 。 还 可 以 利用 系统 函数 来 分 析 系 统 的 时 域 特性 及 稳定 性 等 。 

本 章 介绍 了 离散 时 间 信 号 与 系统 = 域 分 析 法 的 一 些 基本 理论 ， 主 要 内 容 包 括 引出 < 变 
换 的 原因 、 离 散 时 间 信 号 的 = 变换 、 线 性 时 不 变 离 散 系统 的 = 域 分 析 等 。 


外 
馈 e 教学 要 求 

学 习 = 变换 的 基本 概念 及 收 化 域 ; 熟悉 = 变换 的 基本 性 质 ; 掌握 典型 序列 的 = 变换 及 其 
逆 变换 ; 深入 理解 = 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 的 关系 ; 掌握 离散 系统 的 系统 函数 概念 、 求 解 方法 
人 学 会 应 用 系统 函数 及 其 零 极 点 来 分 析 系统 的 时 域 特性 和 频率 特性 。 








be 
锻 y 重 点 与 难点 

1. 典型 序列 的 = 变换 

(1) 典型 序列 的 = 变换 及 收 伊 域 。 

(2) z 变换 的 性 质 。 

(3) 用 部 分 分 式 法 求 = 北 变换 。 

2. 离散 系统 的 系统 函数 

(1) 系统 函数 的 定义 和 计算 。 

(2) 利用 < 变换 求 离散 时 间 系 统 的 零 状态 响应 。 

3. 离散 系统 差分 方程 = 域 求解 

(1) 求 零 输入 响应 。 

(2) 求 零 状态 响应 。 

(3) 求全 响应 。 

4. 系统 稳定 的 < 域 差别 方法 








6.1 离散 信号 的 zx 变 


6.1.1 < 变换 的 定义 


根据 复 变 函数 理论 可 知 ， 一 个 解析 函数 下 (=) 在 其 收敛 域内 可 展开 为 如 下 形式 的 罗 伦 
级 数 ， 


F(z) = > fz (6-1) 
这 
罗 伦 级 数 中 的 各 项 系数 : 
这 一 Zz)ztldz = A CEE os 
AD = 站 和 Fe- dz,k = 0, 寺 2, (6-2) 


式 中 ，<z 为 复 平面 (简称 = 平面) 上 的 复 变量 ， < 是 平面 上 复 变 丽 数 F(=) 收 敛 域内 闭 绕 原 
点 < 一 0 的 任何 一 条 简单 封闭 曲线 。 ey 


复 变 丙 数 F(z) 的 收 系 域 是 指 能 使 罗 伦 级 数 这 (sm 收 伊 于 函数 F(z) 自 身 的 所 有 < 什 


集合 。 在 收敛 域内 ， 复 变 函 数 FF(> ) 展 状 为 罗 伦 级 数 的 结果 是 唯一 的 。 也 就 是 说 ,在 收敛 域 
内 ， 连 续 的 复 变 函 数 F(z) 与 其 离散 的 罗 伦 级 数 系数 序列 /(k) 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 。 

把 F(z ) 称 为 序列 /Ck) 的 彰 丽 数 ， CD 称 为 丽 数 FCs ) 的 原 序列 。 由 已 知 原 序列 f(k) 
求 其 对 应 象 函 数 F(z) 的 过 程 称 为 = 正 变换 、 简称 三 变换 ， 记 为 





FQ) <» [fk)] (6-3) 
而 将 由 已 知 象 函数 Fe ;已 求 其 对 应 原 序 到 Ytk) 的 过 程 称 为 = 道 变换 ， 记 为 
fk)=2! [F(z)] (6—4) 


它们 构成 了 < 变换 对 。 = 变换 中 ，/(&) 为 双边 序列 (一 2 过 二 十) 时 称 为 双边 = 变换 
了 (k) 为 单 边 序列 (内 考虑 三 0) 时 称 为 单 边 = 变换 ， 即 


F(z) = 》 f(A) (6-5) 


k=0 


6.1.2 zx 变换 的 收敛 域 


只 有 在 罗 伦 级 数 收敛 于 复 变 函数 F(z) 时 ,< 变换 才 是 有 意义 的 。 然 而 ,不 同 序列 
(4) 的 = 变换 收敛 域 是 不 同 的 ， 都 可 能 对 应 于 相同 的 = 变换 结果 下 (=)。 因 此 ， 为 了 唯一 
确定 序列 F(&)， 不 仅 要 给 出 该 序列 f() 的 = 变换 结果 下 (=)， 还 必须 同时 说 明 它 的 收敛 
域 ， 即 序列 /(k) 由 其 象 函数 F(z) 连同 收敛 域 共同 确定 。 


根据 级 数理 论 可 知 ， 级 数 》) f(k)=* 收敛 的 充分 必要 条 件 是 满足 绝对 可 积 ， 即 
FP: 


AI<™ (6—6) 


该 级 数 收敛 半径 的 判定 可 以 根据 检 比 法 或 者 检 根 法 进行 ， 设 该 级 数 通 项 记 为 
Ci=f(R) 2 
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Cn 





检 比 法 ( 达 并 贝尔 准则 )， 若 im | 续 =| 一 4， 那 么 4<1 时 级 数 收敛 ，)>1 时 级 数 发 散 ， 
检 根 法 ( 柯 西 准则 ): sl yar 那么 4<1 时 级 数 收 化 ,4 之 1 时 级 数 发 散 ，) 一 1 


时 级 数 可 能 收敛 ， 也 可 能 发 散 ， 要 视 情 况 而 定 (或 另行 设法 予以 判定 ) 。 
现 根据 上 述 方法 来 讨论 下 述 几 类 序列 = 变换 的 收敛 域 。 
(1) 右 序列 FCA)UCR) : 





F(z) = Df (6-7) 
据 检 根 法 
lm VT T= lm TT * 1a |<1 
时 ， 级 数 收敛 。 即 CR 
|z|>lim y [FO] Sh 
收 全 域 为 = 平面 上 以 原点 为 中 心 、p, 为 半径 的 图 外 全 部 区 域 。 
(2) 左 序列 f(R)U( 一 & 一 1): 1X 


F(z) = >. /村 = Pf/ )2’ (k=—k) (6-8) 


上 一 一 : k=} 
据 检 根 法 A 2 
lim ARNE "| 一 | | 
时 ， 级 数 收 华 ， 即 人， EN 
PN > 攻 | > [> /FE )| =p: 
收敛 域 为 > 平面 上 以 原点 为 中 心 、 P 为 半径 的 圆 内 区 域 。 
(3) 双 边 序列 FCA) : 





F(z) = f= CEO + Of (6—9) 
双边 序列 是 从 一 延伸 到 十 -的 序列 ， 双边 序列 的 = 变换 可 视 为 右 序 列 > 变换 与 左 
序列 > 变换 的 琶 加 。 根 据 上 述 讨论 可 知 欲 使 该 级 数 收 敛 ， 应 使 p, 二 ||| 二 p:， 就 是 说 其 收 
敛 域 为 以 原点 为 中 心 ，p, 和 p; 为 半径 的 = 平面 上 的 圆 环 域内 。 注 意 : wj 之 2 ， 则 两 级 数 无 
公共 收敛 域 ，F(z) 不 存在 。 
(4) 有 限 长 序列 : 





F(z) = Spe (6-10) 


有 限 长 序列 只 在 有 限 区 间 [Lm ， 如 ] 具 有 非 零 有 限 值 ， 故 其 = 变换 为 一 个 有 限 项 级 数 ， 
结果 总 是 收敛 的 ， 其 收敛 域 不 难 直 观 判 定 。 

训 达 0， nw 之 0 时 ,级 数 中 包含 = 的 正 竹 和 负 短 项 ， 收 敛 域 为 0 二 |=| 二 2[/(8) 为 有 限 
长 双边 序列 ]。 

可 达 0， 和 二 一 1 时 ,级 数 中 仅 含 = 的 正 笑 项 ， 收 敛 域 为 | | 二 oo[ 了 (C8) 为 有 限 长 左 序列 ]。 














训 宇 0， ns 之 0 时 ， 级 数 中 仅 含 = 的 负 祖 项， 收敛 域 为 |=| 二 0[ 了 (k) 为 有 限 长 右 序列 ]。 
可 见 ， 序列 f(8) 的 = 变换 下 (x) 在 其 收敛 域内 是 解析 函数 (处 处 连续 且 可 导 )， 而 不 应 
该 包含 任何 极点 。 


6.1.3 ”典型 序列 的 < 变换 
1. 单位 采样 序列 
Z[5()] = > 3) 一 1 (6-11) 


2. 单位 阶 跃 序列 UC(k) 







Z[U()] = DU = Dt =1+ (6 -12) 
k=0 £=0 
入 
当 |z-!| 二 1 时 ,该 级 数 收敛 。Z[U Ch) 
2 
3. 单 边 指 数 序列 a*U(k) WS 








ZL 三 > az 
to 





pS NEA (6-13) 
当 |as [< 村、 该 级 数 收敛 。 [ae (iD] 一 了 一 = 一 > 二 ;的 收 合 域 为 |=| > 


la z=a 





4. 左 序列 一 ate (一 k 一 1) 











加 
Z[—atU(—k—1)] Dy atzmt > (oz) 
旋 各 


(6-14) 
= 一 (oriz) 》) (az)4 (等 比 级 数 ) 
名 











当 |o-'z| 一 1 时 ， 该 级 数 收 化 。Z[ 一 ae (一 人 一 1)] 一 二 生计 一 -全 -的 收敛 域 为 
|z|<a。 


5. 复 指数 序列 e*%"e(k) 


Z[ewore(E)] 二 >)esTzc 一 一 >) (emrz-')* (等 比 级 数 ) (6—15) 
ft a 


当 | ere-:| < 一 1 时， 该 级 数 收敛 。Z [e*Te(k)] 一 的 收敛 域 为 |=| > | es7| 一 1。 


过 一 em 
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6.1.4 z 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 的 关系 


若 将 等 间隔 离散 时 间 信 号 视 为 连续 时 间 信 号 经 过 等 间隔 采样 后 获得 的 均匀 采样 信号 ， 
那么 不 难 获得 = 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 的 关系 。 
设 均 匀 采 样 信号 为 


fi) = DorGD = f0) AT) = 之 7CAT)6G 一 AT) 


出 





起 


中 ，(2) 为 连续 时 间 信 号 , 6r (2) = 之 80 一 杂 ) 为 周期 冲 激 示 数 序列 ， T 为 采样 周期 。 
对 均匀 采样 信号 f.(7) 进 双边 拉 普 拉 斯 变换 ， 有 


F,(s)= [ E 


= 了 上 | /Dea A = DE 


i 


序列 f(kT) 显 然 是 上 的 函数 ， 在 不 强调 采样 间 卫 全 时 可 记 为 f(k)。 现 引入 新 的 复 变量 
z 一 er ， 则 


Tanpac 一 人 上 
a 


(6—16) 








EGG = = 六 (6-17) 


可 见 ， 序 列 /(k) 的 < 朗 扫 等 守 其 包 络 线 和 记过 付 时 间 信 号 CO) 的 均匀 采样 信号 /, (7) 的 
拉 普 拉 斯 变换 。 < 


0 
系 为 > 辣 





ji (6-18) 


式 (6 -18) 表 明 ，< 变换 中 的 = 平面 与 拉 普 拉 斯 变换 中 的 * 平面 存在 着 如 下 的 映射 关系 : 
(1)s 平 面 上 的 虚 轴 (c= 二 0，s==jw) 映 射 为 = 平面 上 的 单位 圆 (|z| ==r==1)，; 右 半 平面 

(o0) 映 射 为 > 平面 上 的 单位 圆 外 部 区 域 (|>| ==r 二 1)，; 左 半 平面 (co 二 0) 映 射 为 > 习 

的 单位 圆 内 部 区 域 (| =| =r 二 1)，; 平面 上 平行 虚 轴 的 直线 (c 一 常数 ) 映 射 为 = 平面 上 的 同 

心 圆 (|= 一 r 一 常数 ) 。 

(2)s 平 面 上 的 实 轴 (w 二 0，s 二 0) 映 射 为 < 平面 上 的 正 实 轴 (0 志 |z|=r< 吕 ,0=0)， 

:平面 上 平行 于 实 轴 的 直线 (w 二 常数 ) 映 射 为 < 平面 上 始 于 原点 的 辐射 直线 (0 二 常数 )， 


其 中 平面 上 通过 洁 (k== 士 1， 士 3， 士 5，…) 且 平行 于 实 轴 的 直线 映射 为 < 平 而 上 的 负 















































实 轴 (0<|z| 一 "<==，0=oT 一 和 .至 一 ix 一 士 x， 士 3x，…)， 而 * 平 面 上 通过 隐 关 (一 


WwW, 


0， 土 2， 土 4，…) 且 平行 于 实 轴 的 直线 映射 为 < 平面 上 的 正 实 轴 (0 志 |z|=r 二 %%, 0=wT= 


多 r= 0， 填 2x，…)。k 二 0 时 即 为 ;平面 上 正 实 轴 . 
































(3) 因 为 0 一 oT 一 2z， 所 以 e? 是 以 w. 为 周期 的 周期 函数 ， 故 在 ;平面 上 沿 虚 轴 移动 


对 应 于 = 平面 上 沿 单位 圆周 期 性 旋转 ，* 平面 上 每 沿 虚 轴 平移 w., = 平面 上 就 沿 单位 圆 转 动 
一 周 














综 上 所 述 ， 由 于 e” 是 以 w, 为 周期 的 周期 函数 ， 所 以 ;平面 上 沿 虚 轴 方向 的 变化 映射 
到 > 平面 上 是 一 种 周期 性 变化 。 因 此 ， 由 = 平面 映射 到 * 平面 并 不 是 单 值 的 。 











6.2 “变换 的 基本 性 质 


= 变换 的 基本 性 质 反 映 了 离散 信号 序列 FA) 与 其 = 变换 下 (z) 之 间 的 对 应 关系 ， 从 而 
揭示 了 离散 信号 时 域 特 性 与 = 域 特性 间 的 内 在 联系 。 它 不 仅 便于 求 取 复 杂 信号 序列 的 象 函 
数 ， 而且 有 助 于 获取 象 函 数 的 原 序列 。 


1. 线性 性 质 < 


设 fi(k)、fs(k) 为 双边 序列 ，a、5 为 任意 常数 ， 如 果 
Z [fi (RD TE), pu<|z|<ps 
Z [fARBNEF,(), pn<|z|<ps 
那么 Z[afi(k) 十 bf (4)] aPCs) 十 OF (z ) 的 收 敏 城 至 少 为 上 两 个 收敛 域 的 公共 重 释 
部 分 。 
可 见 ，z 变换 易 必 六 线性 运算 ， 表现 出 下 加 性 和 均匀 性 。 
例 6.1 读本 的 sin ton 全 的 生变 统 ， 


(6=19% 











解 因为 、 py” Z [ex CD]= 一 =， |z|>1 
所 以 Z [sin kwre(k)]=Z 全 (eiw。 — ei )eC) ]=z| ge ek)] z| emelt)] 

Ee 和 电 zsin wo 

2 z—e» 2 z—e™ 2z—2zcos wtl1’ |=|>1 
同 理 可 得 

_ zz(z—cos wn) . 
Z [cos kwelk)]= op Ix|>1 

2. 移 位 性 质 
1) 双边 = 变换 
设 双 边 序列 /(k) 的 双边 > 变换 为 

Z [fk)] =F(z), p<|z|<p: (6 —20) 

么 ， 其 移 位 序列 /(k 土 m) 的 双边 = 变换 为 
Z [f(tm)] =z*"F(z), p<|z|<p (6—21) 


式 中 ，m 为 任意 正 整 数 。 
证 明 : 根据 双边 = 变换 的 定义 
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Z [fk 二 ml]= 2 f (ktmz™ 


im) (6 一 22) 
Ws. > Fm 


k=— 





= DD /htm ktm 
= | 和 六 


可 见 ， 序列 f(k) 沿 k 轴 左 移 或 右 移 wm 个 单位 后 所 得 序列 f(k 士 m) 的 = 变换 等 于 原 序 
和 (8) 的 < 变换 下 (<) 与 位 移 因 子 =" 或 > “的 乘积 。 由 于 位 移 因 子 为 = 的 正 寡 项 或 负 震 
， 只 会 使 = 变换 在 z=0 处 的 收敛 情况 受到 影响 ， 故 具有 环形 收敛 域 的 序列 = 变换 ， 移 
后 = 变换 的 收敛 域 维持 不 变 。 
2) 单 边 = 变换 
(1) GD) 为 双边 序列 。 若 











则 


(oo 7 为 因果 序列 (音信 有 序列 )。 若 
> Z [Ce 了 Fz ), |z|>p, 
则 Su le 、 
pridetk =z "F(z), |z|>po 
证 明 : 根据 单 边 = 变换 的 定义 ，/(k) 为 双边 序列 时 ， 有 








Z [fAR—melk)]= DFR—me = DERE—me me" , 令 n =k—m 
4 Fer 
一 ! 
一 二 Df = 2" [ Df 十 2 7 一] 


二 = [FCz) 十 B32] |z|>p 


(6 -23) 
当 /(k) 为 因果 序列 ， 且 km 时 
fk—m)=0 
故 
fk—m)elk—m)=/(k—me(k) 
则 有 











Z [fC(R—me(k—m)] =Z [fkR—me(k)] = "F(z), |z|>p 











同 理 可 证 ， 当 /(k) 为 双边 序列 时 


5 
也 [FRR 十 mm = "LF() — DR, |z|>p, 
st 
1， 0 和 < 入 N 一 1 











例 6.2 试 冰 间 位 短 形 序列 Gv) 一 { kN 的 = 变换 。 
解 因为 Gy(k)=e(k)—e(k—N) 
所 以 Z [Gy(k)] =Z [Le(k)—e(k—N)] 
4 -NN 多 z(1—z *) 由 
z—1 > z—1 sl |z|>1 


推论 : 根据 移 位 性 质 ， 可 以 推 得 
Z [6(k—m)] 一 = ， |z|>07 


之 Ar 人 (6 -24) 
Z [Le(k—m)] i {|S 
z AQ 


3. 周期 性 质 OA 
该 序列 1k) 是 除 0<hZN 以 外 序列 值 信 堆 的 有 限 序列 ， 且 [4Ck)] 一 已 Cs)， 屠 
， 由 有 限 序列 i(k) 构成 的 单 边 周 期 序列 CR) = 2 fi(k—nN) 的 < 变换 为 
六 


N 






EO) EZ [LR)] |z|>1 (6 -25) 


证 明 : 因为 “一 


Y 


N 














7 = HESN) = 六 FNMT = f+ AR N+ AR 2N) + 
所 以 根据 < 变换 的 线性 性 质 和 移 位 性 质 ， 可 得 
F(z) =Z [ff REN)+ fCk—2N) + 
一 已 (z)(1 十 z "二 Tz * 十 …) 
显然 ， 式 (6 - 26) 中 的 等 比 级 数 (1 十 = 十 = 十 …) 在 |=| 二 1 时 收敛 ， 故 根据 = 变换 
的 周期 性 质 ， 不 难 求 得 单 边 周 期 性 单位 采样 序列 6、(k) (每 N 个 单位 采样 一 次 ) 的 = 变换 


_N 
Z [6v(k)e(k)] = 1 = |z|>1 (6 -27) 


ls sr 





(6 -26) 








4. < 域 尺度 变换 性 质 
设 双 边 序列 A() 的 = 变换 为 
Z[L/(R)] =F(2), p<|z|<p 
那么 








Z [a*f (8)] r( ),m<||<e ( 式 中 w 为 常数 ) 


a 


可 见 ， 时 域 中 序列 f(k) 乘 以 指数 序列 a* 对 应 于 > 域 中 其 象 函 数 尺度 上 压缩 a 倍 ， 即 为 
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证 明 : 据 = 变换 定义 ， 有 
Z [asf(tb] = Datf Re = 》 7 人 】 F(: } p= | |=“ (6-28) 
例 6.3 求 序列 f(k) 二 escos kuvs(R) 的 = 变换 下 (=)， 式 中 we 为 实 常数 。 














解 因为 














x ， 可 得 F(z) 

BlGm) 
(本 二 (人 jos 外 十 
根据 = 变换 的 = 域 尺度 变换 性 质 ， 不 难 推 得 下 述 关 
Z [ar(R)] =F(az) 
py ek by | ET p<z<p: 













Z [ee cos kwel(k)] 





， |z|>|el 


Xe’ COS wo Fe 


5. < 域 微分 性 质 ,XX 


设 双边 序列 /Ch) 的 = 变换 为 一 
A 一 F(z)， lel <e 


那么 





证 明 : 根据 ,= z :入 定 
Z [EF CR)J= DEF = 2) fF) Re!) 
k= 一 k= 一 


| | ee 











根据 复 变 函数 理论 ， 罗 伦 级 数 在 它 的 收 化 域内 可 以 过 项 求 导 或 积分 ， 故 收敛 域 维持 不 
变 。z 域 微分 性 质 可 推广 至 序列 F(A) 乘 以 如 (wm 为 正 整数 ) 的 情况 ， 即 


Z [kf CR)] he en (6 -29) 








式 中 ， ( :是 ) = 是 [< = 是 [< ££]] 表示 连续 m 次 求 导 并 乘 以 (一 =) 。 
m 次 
6. = 域 积分 性 质 


设 双 边 序 列 FA) 的 = 变换 为 
ZLf(R)] =F(z), p<|z|<p 











那么 


CD 1 六 EC 
2 | 


式 中 ,wm 为 整数 ， 且 十 m 之 0。 
证 明 : 根据 > 变换 定义 
f(A)I_N fk) on 2 Rim) 
和 tn]= 之 k++m  “ ,元 Dw (Hi -| de 下 六 


一 2" RB /| x Hm ddr = z" 2 | FO et dy 
一 = : 


Re 
= 2" | > frr "dr = z" Pp ROG 
其 收敛 域 与 Fz) 相同, 即 pi 二 |z|<ps。 车 令 m=0, 则 “” 
Z [ 侈 1]=| EDar, p, A 芭 当 六 ( 式 中 >0) 


dr p< |z|<p: 

















7. 部 分 和 性 质 XK 和 


设 序列 y( 如 是 另 一 序列 /09 的 前 之 和 y= D/O, 






这 多 GD] =F(z)» < (6-30) 
那么 ，Z [y(k)] -Pe 的 收 人 城 为 | >15p<|: | 二 p; 的 公共 部 分 。 
证 明 : > 











y(k) = Se yk—D) = Df 
所 以 
yA)—yk—1)=/(k) 
根据 = 变换 的 线性 性 质 和 移 位 性 质 ， 有 
Z [ykR)—y(k—1)]=Z [Ly(k)J]—2 2Z [y(k)] to 
= 一 (1 一 =- DZ [y(k)]=Z[/(R)] 


故 





也 [y(#)]= 和 = 
Z [y(k)] 的 收敛 域 为 |=| 之 1 和 六 过 | 的 公共 重 秋 部 分 。 
8. 时 域 折 受 性 质 


stF(z ) = ) 


设 双边 序列 /() 的 = 变换 为 
Z[f(8)]=F(z), p<|z|<p; 
那么 
Z[f(—R)] =F(27), p<|z|<o: 
证 明 : 根据 = 变换 定义 ， 有 
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ZIAD ee ie 


(6-32) 
= Df (1)™ = FCc) 
9. 时 域 卷 积 定理 
设 序列 f1(k)、f;(k) 的 = 变换 分 别 为 
Z[ 记 (4)] =F 2), pun<|z|<ps 
A er<lzl<e (6-33) 


Z [fi(R)] =F,(z), pa<|z|<p 
那么 ， 时 域 中 序列 户 (A) 、 户 (CR) 卷 积 和 的 = 变换 为 
Z [fkR) * fs(k)] =F, (2) FY (a 
收敛 域 为 F(z) 和 F(z) 收敛 域 的 公共 重 和 部 分 。 CN 
证 明 : 根据 x 变换 定义 及 卷 积 和 运算 ， 有 








条 + 


ZLfi Ck) * fu(k)] 汉 之 所 GD 一 Dz (交换 求 和 顺序 ) 


| 








DLA fk) 


2 ,Re PET BD fk 


Ps 








= > /0G Ws z) = F(x RR 





10. 初 值 定理 ye 


设 序列 友人 的 日 边 = 变换 为 
Z [fe(kR)] =F(z), |z|>p, 
那么 
f(0)=limF(z) 


证 明 : 根据 < 变换 定义 ， 有 
F(z) =Z[/ eR = DR = /OH + /2 + (6-34) 


显然 ,>> 吕 时 ， 存 在 下 述 关 系 : 
f(0)= limF(<) 


f(D) = limzLFCz) —f 了 (0)] 
2 (6—35) 


flm) = limz"[F(z) 一 FT pep)27] 
11. 终 值 定理 
若 序列 f(k) 为 因果 序列 [ 即 RE<0 时，f(k) 二 0]， 且 该 序列 = 变换 为 


ZL = DR = F(z) |z|> po 











么 ， 当 Aco， 序列 /(k) 收 化 终 值 F(c=) 存 在 时 
Ce) 一 im 一 lim(z 一 DFC=) (6 — 36) 


证 明 : 据 单 边 = 变换 的 移 位 性 质 和 线性 性 质 ， 有 
Z [fC DER)] = >[F(z) 一 > FOOD = xF(z)— <f(0) 
Z Lf Deck) — feCR)]= =F(z) — zf(0) — F(z) 








= DFG+ DD— fFR) J 人 
故 
= 一 D)F(z) 一 </(0) 十 LFG1) 一 /0)] 十 [7(2) 一 FGD)]z-: 十 [7(3) 一 /(2)]z-? 十 
显然 x“1 时 ， 有 从 


ON 


f°)=lim(z— DE 、 (6—38) 
由 上 述 证 明 过 程 可 知 ， 谷 使 lim(= 一 DF 2 高 全- F(z) 的 极点 必须 位 于 = 平面 上 的 单 

位 圆 内 (在 单位 圆 上 只 能 有 一 阶 极点 且 位 于 s 攻 十 1 处 ) 。 
初 值 定理 和 终 值 定理 可 以 直接 由 象 两 数 ， FQ) 去 求 序列 f(k) 的 初 值 4(0) 和 终 值 F(cc)， 

而 无 须 进行 = 逆 变 换 ， 但 应 注意 ， 它 们 从 用 于 因果 序列 。 


.之 域 卷 积 定理 J 





-zh (1] ER , pu<|z|<ps 


Es (6 -39) 
SA Z [ 户 (A) 下 二 和 (= z), pn <|z|<p:: 


Z LA SR)] = a FewF, (Es) Bi 半 | 各 志 训 
或 公共 部 分 
Z [fk) fk)] = 中 F, (Ej, pi |e|pn 
起 中 ， 2 /ACD 所 0h)] 的 收 合 域 一 般 为 PCw) 与 F[ 主 ] 或 者 Fw) 与 |( 主 ] 收 全 域 的 重 


基部 分 ; ct、cs 分 别 是 Pi Cu) 与 已 住 起 Flo) 与 到 (二 ] 收 策 域 重 天 部 分 内 闻 时 针 绕 各 


的 闭合 曲线 。 
证 明 : 根据 = 变换 和 < 逆 变换 的 定义 ， 有 


Z [fi(k) fk)] = 5 [fi Ck) fs Ck) J 
三 > F(z)z' dz] fu (kh) 
CD 中 Fi (wh J] CR) 


”27 
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-到 FW DL (2) 宇 
一 下 FF (Eos 
2rj. 。 已 


Z LAR FR] = ph 也 (Er wa 


6.3 Zz 逆 变换 








同 理 可 证 


根据 = 域 象 函 数 下 (=) 及 其 收敛 域 确定 对 应 时 域 原 序 列 /Ck) 的 过 程 称 为 = 逆 变 换 。 
1. 紧 级 数 展开 法 /Kk 
根据 = 变换 的 定义 XA- 
F(z) = SO (6 —40) 


可 知 ， 只 要 在 给 定 的 收敛 域内 将 > 二 数 Fs ) 展 开 为 的 圭 级 数 ， 则 级 数 的 系数 序列 
就 是 原 序列 /(k)。 

一 般 情况 下 ， 玉昌 类、 其 分 天 NG ) 和 分 母 D(z) 都 是 > 的 实 系数 
多 项 式 ， 即 









+bsz’ 十 biz 二 bo 
于 * 十 as 于 十 aiz 十 an 


则 可 分 为 丙种 类 郧 利用 长 除法 将 F(z $y 盖 ! 的 震级 数 形式 ， 获 得 其 对 应 的 时 域 原 序列 
fk), 具体 如 下 。 
(1) 若 F(z) 的 收敛 域 |*| 之 o， 则 其 对 应 的 序列 FA) 必 为 因果 (有 始 ) 序 列 。 此 时 ， 可 
将 F(s) 的 分 子 NCz) 和 分 母 D(=) 按 = 的 降 寡 排列 进行 多 项 式 除 法 ， 从 而 获得 F(=) 的 宕 级 数 。 
(2) 车 F(z) 的 收敛 域 |z| 二 p， 则 其 对 应 的 序列 FA) 必 为 左 ( 有 终 ) 序 列 。 此 时 ， 可 将 
F(z) 的 分 子 N(z) 和 分 母 D(z) 按 = 的 升 睹 排列 进行 多 项 式 除法 .从 而 获得 F(z) 的 考级 数 。 
短 级 数 展开 法 方法 简单 ， 特 别 适 于 计算 机 运算 .但 不 易 获 得 序列 f(4) 的 闭合 形式 解答 。 


2. 部 分 分 式 展开 法 





(6—41) 





= 域 象 函数 (>) 通常 是 > 的 有 理 函 数 , 一般 可 表示 成 有 理 分 式 的 形式 
N(z) _ bnz" bmiz" ! 十 … 十 baz’ 十 bz 十 bo 
D(z) a,z" 二 as-12"! 十 … 十 asz* 十 aiz 十 ao 
就 因果 序列 而 言 ， 其 = 变换 的 收敛 域 为 | | 之 p， 为 保证 其 在 == 吕 处 收敛 ， 其 分 子 多 项 式 
N(z) 的 最 高 客 次 m 应 不 大 于 分 母 多 项 式 D(z) 的 最 高 里 次 nw， 即 mn。 这 和 因果 序列 的 
< 变换 不 包含 = 的 正 颇 次 项 是 一 致 的 。 

为 了 能 够 直接 利用 典型 序列 与 其 = 变换 的 对 应 关系 ， 同 时 考虑 到 基本 序列 6(k) 和 a'e () 


一 -， 可 按 如 下 步骤 进行 操作 。 








F(z)= (6 一 42) 


























的 = 














(1) 将 = 域 象 函 数 玉 (zx) 除 以 =， 获得 于 党 


(2) 将 有 理 分 式 全 党 展开 为 部 分 分 式 之 和 的 形式 。 


(3) 将 上 述 展 开 式 的 两 边 同 乘 以 x 后 获得 下 (z) 的 部 分 分 式 表达 式 。 
(4) 对 F(z) 的 各 个 部 分 分 式 进行 > 着 变换 。 
(5) 据 = 变换 的 线性 性 质 即 可 由 上 述 各 部 分 分 式 > 逆 变 换 的 结果 求 得 象 函 数 下 (=) 的 原 























序列 f(k)。 
象 函数 F(z) 的 = 道 变换 与 F(z) 的 极点 性 质 有 关 ， 现 分 3 种 情况 讨论 如 下 。 
(1) 甩 安 仅 含 单 实 极点 。 
Fé) 和 YN 
二 一 仅 含 单 实 极点 p,，p, ，ps…p,( 其 中 po 二 0) 时 ， 则 
(6 -43) 
式 中 ,为 待定 系数 ， 可 按 下 式 确定 
(6 —44) 
结果 得 象 函数 F(> ) 的 部 分 分 式 展 守 形式 
EGS (6 -45) 
根据 = 变换 的 线性 必 看 抽 序列 的 = 从 拉 有 可 得 原 序列 
Nr Hp = 十 只 bo (6—46) 
(2) 艺 匀 含有 共 季 单 极点 。 
要 宇 的 十 1 个 单 极点 中 , 户 一 < 十 这 和 ps 一 < 一 jd 为 共 思 e 单 极点 其 余 ps，ps，…， 
bb, 为 单 实 极点 时 
F(z) _ ko 太 ks a 
= i es (6 -47) 
式 中 ， 待 定 系数 义 (i 王 0，1，2，…， 四 的 确定 方法 与 忌 宇 仅 含 单 实 极点 时 相同 ， 即 
k=(z—p; ,2 ) (6 一 48) 
由 于 下 党 的 分 子 分 母 均 为 < 的 实 系数 多 项 式 ， 所 以 共 辑 复数 极点 必 以 共 罗 形 式 成 对 出 现 ， 








而 共 思 极点 对 应 的 待定 系数 亦 必 为 共 示 复数 , 今 设 pi 二 cjd=re*, ps 一 c 一 jd 二 re 
如 = 二 |e 二 | |e”， 那么 


F(z) 二 如 十 风 bees 志 le | py 和 (6 一 49) 


2— Te rr 
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z 道 变换 后 可 得 原 序列 为 


f= BOR + || re RR) 十 | |eY (Cre) pe(k) + > 有 PC) 
全 
(6—50) 





= ROR) +2|k |rcos(Bk + Dek) 十 > 有 Op 和) 


(3) 全 号 合 有 重 极点 


于 的 十 1 个 极点 中 , 设 = 二 pi 为 + 阶 重 极点 ， 其 余 p,，p,11，…，p, 均 为 单 实 极 
点 ， 则 | 























式 中 ， 单 极点 pu、p 对 应 的 待定 系数 人 大 的 确定 方法 仍 与 ECs2 仅 合 单 实 极点 旺 相 


同 ， 即 六 
JE 















k=(zp, ' i= 人 rn (6 -52) 
二 
而 重 极点 请 对 应 的 待定 系数 i FR 
1 dr 
~ A 二 [ES ar (6 -53) 
结果 象 函数 F( 信 的 部 分 分 式 之 和 的 形式 为 
ee (6-54) 





Fa ht 


= J iz pi 








据 常用 = 变换 可 得 
FO = D+ DR DE Dk rig DD pe rt) + Dh tpijetly 
9=1 i=r+1 






































如一 和] 
(6—55) 
说 明 : 因为 
要 ,|z|>a 
那么 ， 可 得 ( 据 = 城 微分 性 质 逐次 证 明 ) 如 下 对 应 关系 。 
i] pe [ae] ka'™!e(k—1) 
和 [a| 2 oy Bleek)] k(k—1)a' *e(k—2) (6—56) 











中 z 中 
[2 = ] 2X3 [ess(D)] 一 OA 一 DG 一 2)ac re(A 一 3) 


z—a)’ 



































4 之 ~ 4 
| 2X3X4 是 [es(D] 一 MA 一 DG 一 2 人 一 3)aie(A 一 全 
多 中 
CD! CS [ae = De rt gt Da edhe—rt oD) 
3. 反 演 积分 法 


一 般 情况 下 ， 双 边 序列 /(k) 的 = 变换 下 (=) 为 

F(z) =Z LHC]= > (ze p< |z|<p (6-57) 
是 一 个 在 > 平面 上 以 原点 为 圆心 的 环形 域内 处 处 解析 的 复 变 函 数 。 它 在 该 环形 域内 的 任何 
一 点 都 可 展开 为 含有 = 一 :的 正 负 辕 项 的 罗 伦 级 数 ， 而 县 展开 的 结果 是 唯一 性 的 。 因此 ， 可 
通过 罗 伦 级 数 的 系数 公式 进行 = 逆 变 换 ， 以 求 取 序列 KWA3 。 下 式 为 计算 = 逆 变 换 的 反 演 积 
分 公式 ， 人 站 二 

C0 lOFa WA) 本 四 
AD = 引 Fox da 天 二 0, 土 1, 土 2， (6-58) 


式 中 ,c 是 pi 二 |z| 达 ps 环形 收敛 域 内 玮 绕 原 点 = 一 0 逆 时 针 方 向 的 任 一 简单 封闭 曲线 。 
根据 复 变 函 数 的 留 数 定理 必 士 述 : 逆 变 换 反 演 积分 的 结果 等 于 曲线 。 所 包围 的 函数 
F(z)zi: 极 点 的 留 数 之 和 ,- 即 > 
f(DE DRes [F(=) 坟 本 


式 中 ，Res 表示 极点 的 贸 数 ， zi 为 函数 天 (zy25: 的 极点 ，; 为 曲线 < 所 围 极点 的 个 数 。 
(1) 如 果 3 过 sy 是 函数 所 (=)<! 的 二 阶 极点 ， 那么 (z=)x“! 在 = 的 留 数 为 
Res [P(e es = (2= 0) (2 | (6-60) 
(2) 如 果 ==z 是 函数 下 (z)z 一 的 阶 极点 ,那么 F(z)z 和 一 在 zx 的 留 数 为 


1 dr 
Res EN = 1 de 


应 用 反 演 积分 法 ( 留 数 法 ) 进 行 = 逆 变 换 时 ， 应 注意 F(z) 收敛 域内 曲线 c 包围 极点 的 情 
况 以 及 对 不 同 值 ， 在 z=0 处 的 极点 阶 次 的 可 能 变化 ， 现 分 述 如 下 。 

1) 象 函数 F(z) 的 收敛 域 为 | =| 二 po:( 即 户 一 ==) 

由 于 象 函数 F(z) 的 收敛 域 为 | >| 二 p, 的 圆 外 区 域 ， 函 数 F(z)z 和 的 极点 全 部 位 于 闭 
合 曲线 < 内 ， 沿 闭合 曲线 c 着 时 针 方向 积分 时 ， 函 数 F(z)z 生 :的 全 部 极点 均 位 于 左手 侧 ， 
故 据 复 变 函 数理 论 








浊 一 0 二 1 二 29 (6 -59) 








[(z—2)"F(z)2"!] (6-61) 








0, k=0 


f(k) = (6 一 62) 


>) Res[F(z) zc]，A 三 0 
< 内 极点 
显然 ，f(4) 是 因果 序列 。 

2) 象 函数 F(z) 的 收敛 域 为 | z| 二 p; 

由 于 象 函数 F(x) 的 收敛 域 为 | | 二 p; 的 圆 内 区 域 ， 函 数 F(x)< 咎 ! 的 极点 全 部 位 于 闭 








第 6 章 线性 时 不 变 系 统 的 z 域 分 析 








合 曲线 < 外 ， 沿 闭合 曲线 c 顺 时 针 方向 积分 时 ,函数 下 (x)z™' 的 全 部 极点 均 位 于 左手 侧 ， 
故 据 复 变 函数 理论 
一 > Res[F(z)z™], k<0 
和 一 | 外 极点 (6—63) 
0，& 之 0 


可 见 ，/(k) 为 左 序列 。 

3) 象 函数 (>) 的 收敛 域 为 p, 二 |=|<p; 

由 于 象 函 数 F(z) 的 收敛 域 为 p, 二 |z| 二 p; 的 环形 区 域 ， 函 数 F(z)z 生 :的 极点 将 分 别 
位 于 闭合 曲线 c 的 内 外 ， 据 复 变 函数 理论 ,综合 上 述 两 种 情况 ,可 得 


一 名 ResLFG z)z"!1], k=0 
CE) = 























(6—64) 





此 时 ，f(k) 为 双边 序列 。 


6.4 离散 系统 的 < 域 分 析 


离散 系统 的 < 域 分 析 就 是 利用 < 变 多 将 时 域 中 描述 系统 特性 的 差分 方程 转换 成 = 域 中 
的 代数 方程 进行 分 析 ， 再 将 分 析 结 打通 过 < 六 

1. 零 输 入 响应 的 < 域 分 析 

线性 时 不 灾 高 时 间 系统 在 外 施 泪 有 XD 和 0( 稚 输 入 ) 时 的 差分 方程 为 


WP hr k—i)=0 (6—65) 


考虑 到 响应 为 人 > 时 的 值 ， 则 初始 后 条 件 为 3( 一 1)，y( 一 2),，…，y( 一 n)。 对 上 述 n 阶 差 
分 方程 的 两 边 同 时 取 单 边 = 变换 ， 并 据 = 变换 的 移 位 性 质 ， 可 得 


加 
Daiz™ [YC2) + Dy (Rt]=0 (6 —66) 
所 Fes 


— Dear Dye wl 


Dar 
继而 通过 < 逆 变 : 换 可 求 得 离散 系统 时 域 中 的 堆 输 入 响应 序列 
y(k)=2Z™' [Y(z)] 


Y(z) = 


2. 零 状 态 响 应 的 = 域 分 析 
线性 时 不 变 离 散 时 间 系 统 在 外 施 激励 /(k) 作 用 下 的 差分 方程 为 


Daiy ko) = 20 一 门 (6—67) 























考虑 到 响应 为 k 宇 0 时 的 值 ， 则 零 状态 下 有 y( 一 1) 一 y( 一 2) 一 … 一 y( 一 四 二 0， 且 激 励 ACE) 
为 因果 序列 ，A<0 时/(k) 二 0 对 上 述 n 阶 差分 方程 两 边 同时 取 单 边 = 变换 的 结果 为 





Saw-'ytz) = 六 (6—68) 
故 在 m 三 n 时 
Do 
Y(z) = F(z) 过 
De : 


继而 通过 > 道 变换 可 求 得 离散 系统 时 域 中 的 零 状态 响应 序列 
y(k)=2Z-! [Y(z)] 


3. 全 响应 的 = 域 分 析 
红果 不 商人 果 间 系统 的 外 和 录 坊 的 不 为 时 的 咱 上 j 称 为 全 响应 ， 其 差 
分 方程 为 
ok ly 
考虑 到 一 般 情况 [ 非 零 初始 状态 :与 澈 大 TCD 非 四 时序 记 ]， 两 边 = 变换 的 结果 为 


Dar Ye DF Ds] | F(x )+ Da] (6-70) 
对 上 述 代数 方程 求解 得 全 响应 象 函数 (#2)， 继而 通过 = z ed oe yk), 
此 外 ， 还 可 根据 线性 时 不 变 系统 的 琶 加 性、 均匀 性 和 时 不 变性 ， 将 全 响应 分 解 为 零 输 入 
响应 y,(k) 和 零 状 态 响 应 y,(k)， 分 别 求解 后 进行 到 加 ， 即 
yk)=y, Ck)+y(k) (6-71) 


Dara—n (6 —69) 





6.5 Zz 域 系 统 函 数 


1. z 域 系统 函数 颗 (z) 的 定义 


线性 时 不 变 离 散 时 间 系 统 的 零 状 态 响 应 y,(k) 等 于 系统 激励 1() 与 系统 单位 序列 响应 

h(k) 的 卷 积 和 ， 即 

3yr(R) 一 大) * hk) (6-72) 
若 设 系统 零 状 态 响应 w (&) 、 激 励 /(k) 和 单位 序列 响应 h(k) 的 = 变换 分 别 为 Yj(z)、F(z) 
和 互 (=)， 那 么 ， 根 据 = 变换 的 时 域 卷 积 定理 ， 可 得 

Yi(2)=F(z)» H(z) (6—73) 
线性 时 不 变 离 散 时 间 系 统 的 系统 函数 则 定义 为 系统 零 状 态 响应 的 = 变换 与 其 对 应 激励 的 > 
变换 之 比 ， 即 











互 (2 一 天 Co (6 一 74) 
据 此 不 难看 出 ，= 域 系统 函数 甩 (x) 和 时 域 系统 单位 序列 响应 h(k) 构 成 x 变换 对 ， 即 存在 
H(z) = Z [AR)]= DhR) (6 -75) 


如 果 激励 序列 /(k) = 二 = 为 冠 函数 ， 那 么 时 域 中 系统 的 零 状态 响应 为 
yr(k)= FE) hk) = hk) # fk) 


DDFRTD = PhD 


SS < PhD = xH (x) 


(6—76) 


故 = 域 系统 函数 HH (> ) 叉 可 袖 为 线性 时 不 变 离散 时 间 系统 对 短 函 数 激励 序 列 x* 的 加 权 
函数 。 





2. = 域 系 统 函 数 刀 (z) 的 求 取 


z 域 系统 函数 H(z ) 一 般 有 下 述 儿 种 求 取 方法 。 

(1) 已 知 系 统 激励 及 其 零 状态 哆 应 的 。 变换 时 ; 可 根据 < 域 系 统 函 数 也 (<) 的 定义 
H(z ) 一 夷 名 求 之 。 区 PA > 
(2) 已 知 系 统 差分 方程 时 ， Te 并 考虑 到 < 二 0 时 y() 一 0， 
f(k) 二 0， 进 而 求 得 .x' 域 系统 函数 H(z)。 \、 

(3) 已 知 系 统 的 单位 序列 响应 成 应 时 可 直接 对 其 进行 x 变换 求 得 = 域 系统 函数 
H(z)=Z [AO 

(4) 已 知 系统 的 传输 算 子 H(E)， 那么 域 系统 函数 H(z)==H(E)|s_.。 

(5) 已 知 系统 时 域 模拟 图 ， 则 可 令 盖 :一 尼 -…|e-- 得 到 相应 的 > 域 模拟 图 或 信号 流 图 ， 

后 根据 梅森 公式 求 得 域 系统 函数 H (>)。 


3. z 域 系统 函数 甩 (z) 的 应 用 








< 域 系统 函数 媚 (=) 是 离散 时 间 系统 的 一 种 数学 抽象 ， 反 映 了 系统 自身 的 固有 特性 ， 
在 实际 工程 分 析 中 应 用 十 分 广泛 ， 主 要 表现 在 以 下 几 个 方面 。 

(1) 可 用 于 求 取 系统 的 单位 序列 响应 ， 即 CD) 一 Z [H(z)]。 

(2) 可 用 于 求 取 系统 在 给 定 激励 下 对 应 的 零 状态 响应 ， 即 yw (CA) 一 Z [H(z)F(z)]。 

(3) 给 定 系统 的 初始 状态 时 ,可 由 = 域 系统 函数 有 H(z) 求 得 系统 的 零 输入 响应 y, (k)。 

(4) 由 < 域 系统 函数 太 (z) 可 绘 出 系统 模拟 图 。 

(5) 由 z 域 系统 函数 万 (z) 可 写 出 系统 的 差分 方程 。 

(6) 据 = 域 系统 函数 吾 (=) 可 进行 系统 稳定 性 判别 。 

(7) 据 = 域 系统 函数 及 (=) 可 分 析 稳 定 系 统 的 频率 特性 。 

(8) 据 > 域 系统 函数 媚 (>) 可 求 取 稳 定 系统 的 正弦 稳 态 响应 

(9) 据 <z 域 系统 函数 及 (z) 的 零 极 点 分 布 可 分 析 研 究 系 统 的 时 域 特性 和 频 域 特性 。 




















回 久 次回 








于 6.6 zx 域 系统 函数 吾 (z) 的 零 极点 分 析 
【一 阶 、 二 阶 系统 _ 
的 极点 变化 】 nn 阶 线性 时 不 变 离散 时 间 系统 的 > 域 系统 函数 可 写 为 如 下 形式 : 
ps Ta 
H(z) = 一 = = G 二 (mn) (6—77) 


Da ITT- pa-) 
名 5 


式 中 ，< 域 系统 函数 各 (<) 的 分 子 、 分 母 ( 均 为 二 的 实 系数 多 项 式 ) 被 分 别 写成 因 式 分 解 的 


形式 ; 其 中 ，G 为 实 常数 ，z, 是 囊 (z) 的 零点 ， 户 是 甩 (3) 的 极点 ; 它们 均 由 差分 方程 中 
的 系数 a,、b, 决定 。 


1. = 域 系 统 函 数 昌 (x) 的 零 极点 分 布 与 系统 的 时 焉 特性 











由 于 * 域 系 统 两 数 H(z) 与 系统 的 单位 序列 响应 h(k) 构 成 = 变换 对 ， 故 可 根据 H(z) 
的 零 极点 分 布 确定 系统 单位 序列 响应 以 A) 的 性 质 。 

x 域 系统 函数 囊 (z) 仅 含 一 险 极 点 (可 以 是 实数 也 可 以 是 成 对 的 共 生 复 数 ) 时 ， 根据 
部 分 分 式 展开 法 可 得 
Ajz 
:| 





h(k) ZLH(2)] = z A 
T si (6-78) 








Z {A+ 3 2]= A : Date 


i=l 一 

式 中 ，p, 二 0， 待 定 系数 Ai(i 二 0，1，2，…，n) 取 决 于 < 域 系 统 函 数 电 (x) 的 零点 、 极 点 
和 常量 G。 

可 见 ， 离 散 时 间 系 统 的 时 域 特性 可 由 其 单位 序列 响应 h(k) 反 映 ， 而 = 域 系统 函数 H(>) 
的 极点 p; 决定 了 h(k) 的 性 质 ， 零点 = 则 只 影响 h(k) 的 幅度 和 相位 ( 即 只 影响 待定 系数 A,)。 

就 一 阶 极点 而 言 ， 甩 (x) 的 所 有 极点 位 于 < 平面 单位 圆 内 ( 即 | pi | 三 1) 时 ,hk) 将 随 
值 增 大 按 指数 规律 衰减 。 故 一 吕 时 , h(k) 一 0; 有 H(z) 含 有 < 平面 单位 贺 上 的 极点 ( 即 
|p;|== 几 而 其 余 极 点 均 位 于 单位 圆 内 时 ，h(4) 将 随 太 值 的 增 大 而 逐渐 稳定 在 某 一 有 限 范围 
内 变化 ; 玉 (=) 含 有 > 平面 单位 圆 外 极点 ( 即 | 户 | 二 1) 时 ，AC) 将 随 大 值 增 大 按 指数 规律 增 
加 ， 故 人 -=c=c 时 ，A(A)-co。 

对 于 重 极点 来 说 ， 同 样 可 根据 囊 (z) 的 极点 分 布 去 研究 A(&) 的 性 质 。 而 且 不 难得 
里 (<) 的 重 极 点 位 于 = 平面 单位 圆 内 时 ， 必 有 A-~== 时 ，A() 一 0; 有 (x) 的 重 极点 位 于 
面 单 位 圆 上 及 其 以 外 ( 即 | 记 | 三 1D) 时 ， 必 有 Ace 时 .7 有) 一 ce。 

















2. = 域 系统 函数 百 (=) 的 零 极 点 分 布 与 系统 的 频率 特性 





可 以 通过 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 ， 对 正弦 序列 激励 的 稳 态 响应 来 研究 系统 的 频率 
特性 。 











设 正弦 序列 激励 


f(k)=Asin ARwoTe(CR) 


则 
Azsin wT 


Pn 
Azsin wT 
(z 一 em )(z—e™) 
az E Aiz 
= 
上 式 在 把 Y,(z) 展 为 部 分 分 式 之 和 时 , 仅 考 虑 有 (=) 的 极点 p, 全 部 位 于 = 平面 单位 圆 内 ( 即 
五 (z) 的 收敛 域 包括 单位 圆 )， 故 如 (=) 的 极点 户 FF sj 的 极点 es 重合 。 其 中 ， 待 
定 系数 a、5 为 





Yj(z) = F(z)H(z) HCe} 




















a=(z ore 时 -tro = 久 H(e”) 
: > (6-79) 
b=(z 性 Samerrrco| = 一 全 He ) 
e eh j2 









H(e”)=H(z) | = -0 Dem pwT 一 j Dhk)sin kwT 





H(e-”)=H(z 2)| S She Shcos koT Hi Dh sin koT 


可 见 ,，H(e” EA 若 令 He*7)==|H(e”)|er"n， 则 
H(e-™)=|H(e") |es™ 
就 是 说 
[|H(e”)|=|H(e™)|, g(—wT)=—p(wT) 
将 上 述 结果 代入 Y(z) 的 部 分 分 式 展 开 式 中 ， 可 得 


et ， 
Yr(z) A (2 站 A (6 -80) 











经 = 道 变换 后 可 得 系统 的 零 状态 响应 Yy (A) ， 由 于 理 (z) 的 极点 p; 全 部 位 于 z 平面 单位 
Ny 故 Ac 时 ， 五 (=) 极 点 对 应 的 各 指数 衰减 序列 都 趋 于 零 ， 系 统 的 零 状 态 响 应 Yy () 中 
将 只 余 FF(z) 极 点 e* (位 于 < 平面 单位 加 上 ) 所 对 应 的 稳 态 响应 


办 | H(e™) | [ert 
j2 























Yu(k) evn]=A|H(e”) | sin[LkwT 十 p(oT)] (6 -81) 


显然 ， 线 性 时 不 变 离散 时 间 系 统 对 正弦 序列 激励 的 稳 态 响应 为 同 频 正 弦 序 列 。 一 般 情 况 下 ， 
正弦 序列 激励 
fk)=Asin(kwoT+HOe(k)=ImLAe'”T™'®e(k)] 











时 ， 系 统 稳 态 响应 


Yu(k)=A|H(e) |sin[kwT+0+ p(wT)] 
=Im[A|H(e") exerrsm] 
一 Im[AHCe7)ete7ro] 
余弦 序列 激励 
f(k)=Acos(kwT+Oe(k)=Re[Ae'®T™*"e(k)] 
时 ， 系 统 稳 态 响应 
Yu(A) 一 4| 囊 (es ) | cos[AwT 十 9 十 p(woT)] 
=Re[A|H(e”)|e' wrto+e] 
=Re[AH(e”' )ekwT7+n] 
故 在 复 指数 序列 激励 A 
Pe KY 
时 ， 系 统 稳 态 响 SA 


加 


Yu(k)=AH(e ) ert® He lowe 

综 上 所 述 ， He ) 反 映 了 正弦 序列 激 盛 下 宛 散 时 间 系统 稳 态 输出 序列 的 幅度 和 相位 
相对 于 输入 序列 的 变化 ， 故 称 为 系统 的 频率 特性 ， 其 模 值 | 了 (er7 ) | 称 为 系统 的 幅 频 特性 ， 
其 幅 角 P(wT) 称 为 系统 的 相 频 特性 2 

若 已 知 = 域 系统 函数 HA 葡 > 











> Dt - (6-82) 
< He = 一 六) 
VD 
那么 系统 的 频率 特性 | 
i 
Hl(e”) = H(z) | = 6 二 -一 一 | He7 er (6-83) 
Te —p) 
令 因 式 
em —z,=B,e” 
ex 一 记 一 Aiey 
则 系统 的 幅 频 特 性 
B, 
IH(e"T)|= GS 
A 
系统 的 相 频 特性 
yp(oT) = 3 -De 


式 中 ，A;、y 分 别 表 示 < 平面 上 极点 p; 到 单位 加 上 某 点 ez 的 复数 矢量 (em 一 户 ) 的 模 值 
和 幅 角 ; B,、0, 分 别 表示 = 平面 上 零点 >, 到 单位 圆 上 某 点 e* 的 复数 矢量 (e” 一 >,) 的 模 值 
和 幅 角 。 可 见 及 (=) 的 零 极点 分 布 直接 影响 着 系统 的 频率 特性 。 
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为 了 研究 不 同 频率 下 的 系统 频率 特性 ， 可 令 oe 中 的 wT 变化 ， 即 沿 z 平 面 上 单位 贺 
绕 行 。 由 于 e "是 周期 wT 一 2r 的 周期 函数 ， 故 甩 (e” ) 也 是 周期 wT 一 2r 的 周期 函数 。 就 
是 说 只 要 沿 = 平面 上 单位 圆 绕 行 一 周 ， 就 可 得 到 系统 的 全 部 频率 特性 。 显 然 ， 位 于 ==0 
处 的 零点 或 极点 对 幅 频 特 性 不 产生 作用 而 只 影响 相 频 特 性 ; 位 于 单位 圆 附 近 的 零点 或 极点 
在 某 oT 值 下 会 使 (e” 一 >,) 的 模 值 B, 或 (ez 一 p;) 的 模 值 A; 最 小 ， 从 而 使 相应 的 幅 频 特 
性 出 现 谷 值 或 峰值 。 据 此 ， 离 散 时 间 系 统 可 以 构成 低 通 、 高 通 、 带 通 、 带 阻 、 全 通 等 各 种 





























数字 滤波 器 。 回 总 吕 国 
BE 
6.7 离散 时 间 系 统 的 稳定 性 吾 
【二 阶 系统 的 
离散 时 间 系 统 若 对 所 有 满足 定性 分 析 】 
| |<M, /XA (6 — 84) 


的 激励 ， 其 零 状态 响应 满足 Ee 
[ye (6 -85) 

时 ,该 系统 是 稳定 的 。 式 中 ，M,、M,， 为 有 界 正常 数 

可 以 证 明 ， 离散 时 间 系 统 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 


2 1 过 M (CM 为 有 界 正常 数 ) (6-86) 
即 单位 序列 响应 满足 绝对 厅 各 的 离 履 时 间 系 统 必 稳 定 的 。 对 于 因果 系统 ， 上 述 充 要 条 件 可 
写 为 

习 |ncb | 六 小“ 为 有 界 正常 数 ) (6 -87) 


1. 根据 有 (>) 的 极点 分 布 判 定 系统 稳定 性 


五 (zx) 的 零 极点 分 布 与 系统 单位 序列 响应 h(k) 之 间 的 对 应 关系 可 知 : 稳定 因果 系统 x 
域 系统 函数 如 (=) 的 收敛 域 至 少 应 为 |=| 三 1， 其 全 部 极点 都 应 位 于 = 平面 单位 圆 内 ， 单 位 
圆 上 及 圆 外 不 存在 极点 。 如 果 五 (=) 在 单位 圆 上 仅 存 在 一 阶 单 极点 ， 而 其 余 极点 均 位 于 单 
位 圆 内 时 ， 则 对 应 的 为 临界 稳定 系统 ， 它 是 一 种 特殊 的 不 稳定 系统 。 

需要 指出 :对 非 因果 系统 ， 不 应 要 求 其 > 域 系 统 函 数 及 (<) 的 全 部 极点 限定 在 < 平面 
单位 圆 内 。 





























2. 根据 彩 (<) 的 分 母 多 项 式 判 定 系 统 稳定 性 


根据 H(z +) -ME ? 





点 位 置 判 定 系统 稳定 性 需要 求 出 其 分 母 多 项 式 


D(z)=0 (6— 88) 
( 即 对 应 系统 差分 方程 的 特征 方程 ) 的 全 部 根 . 这 在 < 域 系统 函 数 分 母 多 项 式 D(z) 的 阶 数 


较 高 时 往往 是 比较 困难 的 ， 为 此 ， 可 采用 Jury 判别 法 对 及 (<) 的 分 母 多 项 式 D(z) 直 接 列 
表 进 行 检验 。 











设 n 阶 离散 时 间 系 统 的 > 域 系统 函数 囊 (>) 的 分 母 多 项 式 D(z) 为 
D(z)=a,z" 二 Ta,iz" 十 … 十 qsz? 十 a1z 十 ao (6 —89) 


那么 可 列 出 表 6 一 1。 




















表 6-1 
列 
行 开 党 汉 Eo 
1 a an-1 Go- a a a 
2 a al az a Qnl a 
3 Cl Cn Cua C1 《 
4 c cl 5 cm- 
5 d= es di 
6 ad di ad: 
2n—3 re ni 








表 6- 1 中 第 1 行 是 D(s) 的 次 关系 数 ， 第 2 行 是 第 1 行 系数 的 反 序 排列 ,第 3 行 系数 
按 下 式 求 取 ， 2 Gi 


Ww 


a QQ NS 
) 3 C3 二 


ao WSi 


表 6- 1 中 第 4 答 是 第 3 行 系数 的 反 序 排列 ， 第 5 行 系数 由 第 3、4 两 行 求 取 ， 


对 本 区 依 此 类 推 











Cn 一 1 C1 


和 一 依 此 类 推 














照 此 继续 下 去 ， 求 得 的 两 行 都 要 比 前 两 行 少 一 项 ， 直 至 2" 一 3 行为 止 。 
Jury 准则 : = 域 系统 函数 吾 (=) 的 全 部 极点 ( 即 D(x) 二 0 的 所 有 根 ) 位 于 = 平面 单位 贺 
内 的 充分 必要 条 件 是 





D(1)>0 

(—1D)". D(—1)>0 

an 过 |on| 

a | (6 —90) 
da |a | 


rs:>|r,| 
就 是 说 各 奇数 行 的 第 1 个 系数 必然 大 于 最 后 一 个 系数 的 绝对 值 ， 从 而 即 可 判定 系统 的 稳 
定性 。 














小 结 


本 章 主 要 讨论 对 应 于 拉 普 拉 斯 变换 的 离散 序列 = 变换 ; 依次 介绍 了 < 变换 的 基本 概念 
及 收效 域 ，z 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 的 关系 ,< 变换 的 基本 性 质 ， 用 蛙 级 数 展开 法 、 部 分 分 
式 法 或 留 数 法 求 = 逆 变换 ; 最 后 介绍 了 离散 系统 的 = 域 分 析 ， 求 解 零 输入 响应 、 零 状态 响 
应 、 全 响应 、 单 位 序列 响应 的 方法 。 


习 题 六 














6.1 已 知 f(n)=e(n)， 计算 其 = 变换 F(z)。 (入 

6.2 已 知 f(n) 二 e() 十 2'e Cn)， 计算 其 = 变换 PCD 人、 

6.3 已 知 差分 方程 y=by(n—D)+z() ,RP tn) =arun), y( 一 1)==1, 求 y(n)。 

6.4” 设 有 一 离散 线性 时 不 变 系统 的 系统 方程 为 y(n) 一 2. 5y(n 一 DD 十 y(n 一 2) 二 zx (nn)， 
输入 zx(n)=e(n)， 起 始 状 态 为 y( 一 1)= 二 4XY( 二 2)=1, 求 输出 y(n)，1 宇 0。 














[= 
系统 的 状态 变量 分 析 


系统 分 析 就 是 建立 描述 系统 的 数学 模型 并 求 出 它 的 解 。 描 述 系 统 的 方法 可 分 为 输入 - 
输出 法 和 状态 变量 法 。 

输入 -输出 法 也 称 为 外 部 法 或 经 典 法 ， 前 面 几 章 对 系统 的 分 析 方 法 即 为 此 方法 ， 它 强 
调用 系统 的 输入 、 输 出 之 间 的 关系 来 描述 系统 的 特性 。 其 特点 如 下 。 

(1) 适用 于 单 输入 单 给 出 系统 ， 对 于 多 输入 多 输出 系统 将 增加 复杂 性 。 

(2) 只 研究 系统 答 出 与 输入 的 外 部 特性 而 对 系统 的 内 部 情况 一 无 所 知 ， 也 无 法 控制 。 

随 着 科学 技术 的 发 展 ， 人 们 意识 到 系统 的 可 观测 性 和 可 控制 性 、 系 统 的 最 优 控制 与 设 
2 vas 引入 了 状 量 法 也 称 为 内 部 法 。 状 态 变 量 法 用 n 个 状态 
变量 的 一 分 或 差分 方程 组 (状态 方程 ) 来 描述 系统 。 其 优点 如 下 。 

et 

(2) 便于 分 析 多 输入 多 输出 系统 。 

(3) 一 阶 方程 组 便于 计算 机 数值 求解 ， 并 容易 推广 用 于 时 变 系 统 和 非 线性 系统 。 









全 
tig 教学 要 求 

理解 状态 变量 的 概念 ; 掌握 状态 方程 和 输出 方程 的 一 般 形式 ; 掌握 连续 系统 状态 方程 
的 建立 ; 掌握 连续 系统 状态 方程 的 求解 。 


务 
如 er 重点 与 难点 
(1) mr es 理解 状态 变量 的 概念 。 掌 握 状 态 方 程 和 输出 方程 的 一 般 
形式 。 
(2) 连续 系统 状态 方程 的 建立 (根据 动态 电路 建立 状态 方程 的 步骤 ; 根据 系统 的 微分 
方程 、 系 统 函 数 HH(s)、 框 图 或 信号 流 图 建立 状态 方程 和 输出 方程 的 方法 )。 
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7.1.1 状态 与 状态 变量 的 概念 


现在 从 一 个 电路 系统 的 实例 来 介绍 状态 和 状态 变量 的 概念 。 图 7. 1 所 示 是 一 个 3 阶 电 
路 系统 ， 系 统 的 激励 为 电压 源 ua (1) 和 us(t)， 指 定 输出 为 u(z) 和 ic(t)。 如 果 还 想 要 了 解 
电路 内 部 的 3 个 变量 : 电容 器 (以 下 简称 电容 ) 上 的 电压 we(D 和 电感 器 〈 以 下 简称 电感 ) 
上 的 电流 i (t)、irs(#) 在 激励 作用 下 的 变化 情况 。 则 首先 需要 找 出 对 应 这 3 个 内 部 变量 与 
系统 激励 的 关系 。 





R i L, ain by, \R, 
[一 -一 人 ws 
i + 
| 下 
Ul u \ u Ma 


图 7. 工 .3 阶 电路 系统 
根据 元 件 的 伏 安 特性 和 KCEs KRVL， 由 节点 a 及 两 个 网 孔 可 列 出 如 下 方程 。 


CC SD i iD =0 











Riin (+L ER 
L; 时 + Rirs (1) tu (t)—uc(t)=0 
整理 后 的 方程 为 
= in (— Bil) 
和 去 wo) Bint (7-1) 
9 Ee is) jG) 





式 (7 -1) 是 由 3 个 内 部 变量 wc(1)、ii (1) 和 i (7) 构成 的 一 阶 微分 方程 组 。 如 果 知 道 
初始 时 刻 1 二 4 的 值 wc (C46)、in G4) 和 iis (to)， 则 由 微分 方程 理论 ， 根 据 :三 t。 时 给 定 激励 
un (1) 和 wz(t) 就 可 以 唯一 地 确定 该 方程 组 在 1 三 ts 时 的 解 wc (四)、izi() 和 iiz(t)。 那 么 ， 系 
统 的 输出 就 可 以 通过 3 个 内 部 变量 和 系统 的 激励 求 出 。 

u(t)=R,irs (1)t us (1) 
让 (的 一 大 (的 一 地 C02) 
是 一 组 代数 方程 。 
由 以 上 分 析 可 知 ， 在 分 析 一 个 系统 时 只 需要 知道 :一 时 这 些 变 量 的 值 和 1 二 i 时 系统 











的 激励 就 能 完全 确定 系统 在 任何 时 间 : 伺 % 的 全 部 行为 或 是 信息 。 一 般 而 言 ， 系 统 在 :一 如 
时 刻 的 状态 可 以 看 成 是 确定 系统 未 来 的 响应 所 需 的 有 关 历 史 的 全 部 信息 ， 也 就 是 系统 在 
tw 工作 的 积累 结果 ， 并 在 :一 上 时 以 元 件 储 能 的 方式 表现 出 来 。 

由 此 ， 状 态 的 一 般 定义 为 两 个 动态 系统 在 某 一 时 刻 t 的 状态 是 表示 该 系统 所 必需 的 最 少 
的 一 组 数值 , 已 知 这 组 数值 和 t 三 t, 时 系统 的 激励 就 能 完全 确定 1 三 t, 时 系统 的 全 部 工作 
情况 。 

状态 变量 是 描述 状态 随时 间 4 变化 的 一 组 变量 ,它们 在 某 时 刻 的 值 就 组 成 了 系统 在 该 时 
刻 的 状态 。 对 n 阶 动态 系统 需要 n 个 独立 的 状态 变量 ,常用 x (2)、zs (2)、…*、x, (1) 
表示 。 

根据 系统 状态 的 一 般 定义 ,状态 变量 的 选取 并 不 是 唯一 的 。 图 7. 1 所 示 的 电路 系统 ， 
状态 变量 除 可 取 两 个 电感 上 的 电流 和 电容 的 电压 外 ， 还 可 取 ic(t)、wi (t) 和 ws (1) 为 状态 
变量 。 如 果 对 于 一 个 3 阶 系统 用 zx, 、zs 、zi 来 表示 ,那么 这 组 变量 的 各 种 线性 组 合 在 其 
系数 行列 式 不 等 于 零 的 情况 下 也 同样 可 以 表示 该 系统 的 状态 。 这 是 因为 gs 、gs、g; 与 、 
2、23 存在 唯一 的 对 应 关系 。 














Bl =anzTi ge TasTs 
有 一 ar 中 人 has 十 ao (7-3) 
gs hh NT as zs +assxs 

再 有 ， 如 果 系 统 有 个 状态 变量 * [0D, i=1, 2 ££ 那么 就 将 用 这 个 状态 变量 
作 分 量 构成 的 矢量 (向 量 ) 2(0) 称 为 系统 的 状态 矢量 (向量 ) 。 状态 空间 就 是 状态 矢量 所 有 可 
能 值 的 集合 。 系统 在 任意 时 刻 的 状态 都 可 由 状 态 空间 的 一 点 来 表示 。 当 上 变动 时 ,， 它 所 描 
绘 出 的 曲线 称 为 状态 轨迹 = 一 要 





7.1. 2 状态 方程 和 输出 方程 


在 给 定 系统 和 激励 信号 并 选 定 状态 变量 的 情况 下 ,用 状态 变量 分 析 系 统 时 ， 一般 分 两 
步 进行 。 第 一 步 是 根据 系统 的 初始 状态 和 t 宇 t, 时 的 激励 求 出 状态 变量 ; 第 二 步 是 用 这 些 
状态 变量 来 确定 初始 时 刻 以 后 的 系统 输出 。 状 态 变 量 是 通过 求解 由 状态 变量 构成 的 一 阶 微 
分 方程 组 来 得 到 的 ， 该 一 阶 微分 方程 组 称 为 状态 方程 。 状 态 方程 描述 了 状态 变量 的 一 阶 导 
数 与 状态 变量 和 激励 之 间 的 关系 ， 而 描述 输出 与 状态 变量 和 激励 之 间 关系 的 一 组 代数 方程 
称 为 输出 方程 。 通 常 将 状态 方程 和 输出 方程 总 称 为 动态 方程 或 系统 方程 。 

对 于 一 般 的 n 阶 多 输入 -输出 连续 线性 时 不 变 系 统 ， 状 态 方程 和 输出 方程 为 
Qunzn tbu fitbs Op 
,+b fitba fit tbs,f, | 











2 一 azI 十 aiz 





2 一 CQalzl 十 dazzTz 























c=aum Fanuzt tanrzs tbafitbaofst*" Tb fs 





cnxzntdufitdizfit*…+di,f, 
“temratdafitdzz fit +dz,f 














输出 方程 (0 et) 














ys=cazitcarst tcars td fi tdrfst+dyf, 
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式 中 ,zl 、zxs、…、X, 为 系统 的 个 状态 变量 ， 加 点 “。” 表 示 取 一 阶 导 数 ; f1、f;、 
…、_; 为 系统 的 p 个 输入 信和 号; wm 、ys、*…、ys 为 系统 的 g 个 输出 信和 号， 如 图 7. 2 所 示 。 





OD pi(D) 
JAD , tx) P(N) 
BAG] p(n) 
图 7.2 多 输入 -输出 系统 
状态 方程 为 
X(t)=Ax(t)+Bf() > (T= 
输出 方程 为 
yD)=Cx(D) HD (7-7) 
式 中 


x(2)=[z1(t) a zx) 
(0) = NT) 2 
f= EADN fl) … fC 
yt) ye (ve yt) 
分 别 为 状态 矢量 、 状 态 矢量 的 一 阶 导数 ， 输 入 矢量 条 输 遍 和 撩 量 。 上 标 T 表示 转 置 运算 。 


Wns ap … a ¢ bu bh '** bb 

a a 证 bs b bz, 
A B=| . 

an a a bn b bs 

cn ca ** a du da … dd 

Ca Ca Con da dz … d;, 
CS DS| 。 

bn Ca Cn dy dr dw 


分 别 为 系数 矩阵 ， 由 系统 的 参数 确定 ， 对 线性 时 不 变 系统 ， 它 们 都 是 常数 矩阵 : 4 为 n Xn 
方 阵 ， 称 为 系统 矩阵; B 为 2X 户 矩阵 ， 称 为 控制 矩阵 ; C 为 4X2 矩阵， 称 为 输出 矩阵 ; 
D 为 qX 户 的 矩阵 。 且 式 (7-6) 和 式 (7-7) 是 线性 时 不 变 连续 系统 状态 方程 和 输出 方程 


的 标准 形式 。 





7.2 连续 系统 状态 方程 的 建立 





建立 给 定 系 统 状 态 方程 的 方法 大 体 可 分 为 两 类 : 直接 法 和 间接 法 。 直 接 法 是 根据 给 定 
的 系统 结构 直接 列 写 系统 状态 方程 ， 特 别 适合 于 电路 系统 的 分 析 ; 间接 法 可 根据 描述 系统 
的 输入 -输出 方程 、 系 统 函 数 、 系 统 的 框图 或 信号 流 图 等 来 建立 状态 方程 ， 常 用 来 研究 控 
制 系 统 。 
































7.2.1 由 电路 图 直接 建立 状态 方程 


为 建立 电路 的 状态 方程 ， 首 先 要 选择 状态 变量 。 因 为 电容 和 电感 的 伏 安 特性 中 包含 了 
状态 变量 的 一 阶 导数 ， 便 于 用 KCL、KVL 列 写 状态 方程 ， 同 时 电容 电压 和 电感 电流 又 直 
接 与 系统 的 储 能 状态 相 联系 。 所 以 ， 对 线性 时 不 变 电 路 ， 常 常 选用 电容 电压 和 电感 电流 为 
状态 变量 。 

对 于 一 个 n 阶 系统 ， 选 取 状 态 变 量 的 个 数 应 为 nx， 并 且 必 须 保证 这 个 状态 变量 相互 
独立 。 对 电路 来 说 ， 必 须 保证 所 选 状态 变量 为 独立 的 电容 电压 和 独立 的 电感 电流 ， 如 
图 7. 3 所 示 。 














(a) 任 选 两 个 电容 电压 是 独立 的 Stby 任 选 一 个 电容 电压 是 独立 的 





(@ 人选 队 不 他 感 电流 是 独立 的 人 任 选 一 个 电感 电流 是 独立 的 
1 图 7.3 ” 非 独 立 的 电容 电压 和 电感 电流 
图 7.3 所 示 为 在 电路 中 可 能 出 现 的 4 种 非 独 立 电容 电压 和 非 独立 电感 电流 的 电路 结 
构 。 图 7. 3(a) 所 示 为 电路 中 只 含 电容 的 回路 ; 图 7. 3(b) 所 示 为 电路 中 只 含 电 容 和 理想 电 
压 源 的 回路 ; 图 7. 3(c) 所 示 为 电路 中 只 含 电感 的 节点 或 制 集 ; 图 7.3(d) 所 示 为 电路 中 只 
含 电感 和 理想 电流 源 的 节点 或 制 集 。 用 KCL 和 KVL 可 以 明显 看 出 它们 的 非 独 立 性 。 当 出 现 
上 述 情 况 时 ， 任 意 去 掉 其 中 的 一 个 电容 电压 [图 7. 3(a) 和 图 7. 3(b)] 或 电感 电流 [图 7.3(Cc) 和 
图 7.3(d)] 就 可 使 得 剩 下 的 电容 电压 和 电感 电流 保证 独立 性 。 
建立 电路 的 状态 方程 ， 就 是 要 根据 电路 列 出 各 状态 变量 的 一 阶 微分 方程 。 在 选取 独立 


的 电容 电压 we 和 电感 电流 i 作为 状态 变量 之 后 ,由 电容 和 电感 的 伏 安 关系 无 一 C 9 、 





w=L 到 可 知 ， 为 使 方程 中 含有 状态 变量 we 的 一 阶 导数 风 :， 可 对 接 有 该 电容 的 独立 闻 


点 列 KCL 电流 方程 ， 为 使 方程 中 含有 状态 变量 ii 的 一 阶 导数 ， 可 对 接 有 该 电感 的 独立 
回路 列 KVL 电压 方程 。 对 列 出 的 方程 只 保留 状态 变量 和 输入 激励 ， 设 法 消去 其 他 中 间 的 
变量 ， 经 整理 即 可 给 出 标准 的 状态 方程 。 对 于 输出 方程 ， 由 于 它 是 简单 的 代数 方程 ， 通 常 
可 用 观察 法 由 电路 直接 列 出 。 

根据 上 述 分 析 可 以 归纳 出 ， 由 电路 图 直接 列 写 状态 方程 和 输出 方程 的 步骤 如 下 。 
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(1) 选 电 路 中 所 有 独立 的 电容 电压 和 电感 电流 作为 状态 变量 。 
(2) 对 接 有 所 选 电容 的 独立 节点 列 出 KCL 电流 方程 ， 对 含有 所 选 电感 的 独立 回路 列 
写 KVL 电压 方程 。 
(3) 若 上 一 步 所 列 的 方程 中 含有 除 激 励 以 外 的 非 状 态 变 量 ， 则 利用 适当 的 KCL、KVL 
方程 将 它们 消去 ， 然 后 整理 给 出 标准 的 状态 方程 形式 。 
(4) 用 观察 法 由 电路 或 前 面 已 推导 出 的 一 些 关系 直接 列 写 输出 方程 ， 并 整理 成 标准 
形式 。 
例 7.1 电路 如 图 7.4 所 示 ， 以 电阻 R, 上 的 电压 we 和 电阻 R 上 的 电流 zs 为 输出 列 
写 电路 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
R i L a BR in, 
Cs 











图 7.4 例 7.1 的 图 
解 选 状态 变量 zi (0) 一 二 (0 和 :43COJ 二 we(0)。 
对 含有 电感 的 左 网 孔 列 写 KVL 方程 有 
DMD HR (0) ti eu (1) (7-8) 
对 接 有 电容 的 节点 a 列 出 KCE 方程 ,有 
Ci Hit) =71(t) RT = 
式 (7 -9) 中 含有 多 余 变 量 im (1)， 设 法 消 夫 则 应 列 写 右 网 孔 的 KVL 方程 为 
- Ri (D+us(t)—z(t)=0 


于 是 
Ta (t) 一 kz(Ct) 
in (DR (7-10) 
将 它 代 入 式 (7 - 9) 得 
Cz) HE LR rt) (7-11) 
将 式 (7 -8) 和 式 (7-11) 整 理 成 矩阵 形式 得 
Ri = 并 
2 (1) E L | Tri Ek u(t) 
= 十 (7-12) 
z(t) 1 1 lz 0 1 lc 
G RC RG 














从 图 7.4 中 可 见 ， 流 过 R! 上 的 电流 为 xz1(1), 故 其 上 电压 为 
uri(t)=Rixi(t) 
电阻 R, 上 的 电流 iez (0 已 由 式 (7- 10) 给 出 ， 那么 电路 的 输出 方程 为 


we: ee Od fe. 0 ii 
| 上 | F i i | (7-13) 
ie] | ad |o -lw 


已 
































上 的 电压 ws 和 电源 电流 为 输 








例 7.2 写 出 图 7.5 所 示 电 路 的 状态 方程 若 以 R | 
出 ， 列 写 其 状态 方程 和 输出 方程 。 
1 
万 
AS 
加 @ 














图 7.5 例 7.2 图 示 


解 选 电感 电流 jh、 和 电容 电压 we 为 状态 变量 ， 半 从 


1 Xs =ils, 
对 于 接 有 电容 的 节点 a， 列 出 电流 方程 为 


C Ay zs 


wuc 


(7-14) 


选 仅 包含 电感 志 的 回路 正和 仅 包 含 电 感 工 ”的 回路 下 ， 列 出 电压 方程 为 


一 za 十 Rs 
SS zs RN 
式 (7-15) 中 出 现 非 状 态 变量 i 、i; ， 应 设法 消去 。 可 以 
外 的 独立 节点 电流 方程 和 独立 回路 电压 方程 。 选 w 、R,、 
程 为 Ss 





- w=Rii+R;is 
由 节点 5 可 列 出 其 节点 电流 方程 为 
让 一 站 十 开 一 站 十 Cd 
将 式 (7-14) 代 入 式 (7-17)， 可 得 
让 一 站 十 zi 一 zz 
由 式 (7-16) 和 式 (7-18) 可 求解 出 六 和 请 为 


RR Ri 十 Rirs 


站 天 +R Ri 
将 去 、 站 代入 式 (7-15) 后 加 以 整理 ， 所 得 方程 与 式 (7 
状态 方程 ， 其 矩阵 形式 为 














一 RiR: RR; 二 1 
LRTR) ECRTR) Tl|, 
i 1 
RiR; 一 R,R: 

人 Li (RitR:) Li(Ri+R;) 

Xa Ta 
1 ij 
© © . 





0 = 


利用 除 节点 a、 回 路 I 及 回路 眶 以 
R; 组 成 的 回路 ,可 列 出 电压 方 














(7-16) 
(= 
(7-18) 
) 
(7-19) 
) 
一 14) 便 是 图 7. 5 所 示 电 路 图 的 
| R, 
,|| | (7 -20 
Ba | R; tay 
: Li(R, FR) 
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电路 的 输出 ， 即 R; 上 的 电压 us 和 电源 电流 为 


y=us=Rsis 














ys = = 二 x (7-21) 
将 式 (7 -19) 代 入 式 (7 -21)， 加 以 整理 可 得 输出 方程 为 
RR RR Or 
yi us Ri+R:s Ri+R;: R; 
| 上 上 dz [4] (7 -22) 
3 Li RR 0 i : 
RitR;: RTR; Ts- [Rt+R; 








由 此 可 见 ， 电 路 的 状态 方程 是 一 阶 微分 方程 组 。 当 电路 结构 稍微 复杂 时 ， 手 工 列 写 会 
很 繁杂 ， 此 时 可 借助 计算 机 的 相应 软件 完成 编写 工作 。 





7.2.2 由 输入 -输出 方程 建立 状态 方程 


输入 -输出 方程 与 状态 方程 是 描述 系统 的 两 种 林 同 的 方法 。 根 据 需要 ， 常 常 要 求 将 这 
人 由 此 ， 需 要 解决 的 问题 便 是 : 已 知 系统 的 外 部 描述 (输入 -输出 方 
、 系 统 函 数 、 模 拟 框 图 、 信号 流 图 等 2 人 根据 长 期 的 
ee ， 其 具体 方法 如 下 。 
(1) 由 系统 的 输入 - 输出 方程 谍 系 统 丽 数 ， 首先 画 出 其 信号 流 图 或 框图 。 
(2) 选 一 阶 子 系统 (积分 器 ) 的 输出 作为 状态 变量 2 
(3) 根据 每 个 一 阶 子 系统 的 输入 输出 关系 列 状 态 方程 。 
(4) 在 系统 的 输出 端 列 输出 方程 。 AN 
例 7.3 已 知 某 系统 的 微分 方程 为 交 十 3y (1) 十 2y(1) 二 2 了 (1) 十 8f(1)， 试 求 该 系 
统 的 状态 方程 和 输出 方程 
解 由 微分 方程 不 难 写 出 其 系统 冰 数 为 
2(s 十 4) 
中 32 
方法 一 : 根据 系统 函数 可 夯 出 直接 形式 的 信号 流 图 ， 如 图 7. 6(a) 所 示 。 
设 状态 变量 为 z1(1)、zs(1)， 则 由 后 一 个 积分 器 ， 有 


Wit)= 





一 了 (7-23) 
由 前 一 个 积分 器 ， 有 
i =—2z1—3zs+f (7-24) 
系统 输出 端 ， 有 
y(D 一 8zi 十 27s (7-25) 


系统 的 状态 方程 为 式 (7 - 23) 和 式 (7 - 24) ， 输 出 方程 为 式 (7- 25) 。 
方法 二 : 根据 系统 函数 可 将 其 分 为 两 个 部 分 的 乘积 ， 即 


2(s+4) _st4, 2 
#2 hl 3 


将 它 分 为 两 个 串联 在 一 起 的 子 系统 ,信号 流 图 如 图 7. 6(b) 所 示 。 


H(s)= 





























0 © 
f0 < by 





. 图 7.6 例 7.3 的 信号 流 图 
设 状态 变量 为 :二 (CO zs(0)， 则 > 


\ =z 十 f 
设 中 间 变 量 y, (0 为 
,a 
那么 
:= 2 =37—272+f 
则 系统 输出 端 


y(t)=27; 


观察 式 (7 -26) 和 式 (7- 27)， 由 线性 方程 组 的 概念 可 得 状态 方程 的 矩阵 形式 为 


EE Eb 

i 3 —2JLz, 让 

式 (7-26) 和 式 (7- 27) 为 系统 的 状态 方程 ， 式 (7- 28) 为 系统 的 输出 方程 。 
方法 三 : 根据 系统 函数 可 将 其 分 为 两 个 部 分 的 加 和 ， 即 


_2G+4) 6 ， 一 4 
HS asd hd 2 


将 它 分 为 两 个 并 联 在 一 起 的 子 系统 ， 信 和 号 流 图 如 图 7. 6(c) 所 示 。 
设 状态 变量 为 xz1(1)、zxs(t)， 上 面 的 积分 器 有 


z=—xi+f 
2 








(7 =26) 


(7-=27) 


《7 一 28) 


(7=29) 


(7 一 30) 


第 7 章 ”系统 的 状态 变量 分 析 








下 面 的 积分 器 有 
zs=—2zs+f (7-31) 
则 系统 输出 端 
yD)=6x—4r: (7 -32) 
式 (7-30) 和 式 (7- 31) 为 系统 的 状态 方程 ， 式 (7- 32) 为 系统 的 输出 方程 。 
观察 式 (7 -30) 和 式 (7- 31)， 由 线性 方程 组 的 概念 可 得 状态 方程 的 矩阵 形式 为 


FE 滩 ji 本 。 
[ee ola We 
由 方法 二 中 的 式 (7 -29) 和 式 (7-33) 比 较 可 知 ， 互 (*) 相 同 的 系统 ， 状 态 变 量 的 选择 并 
不 唯一 。 状 态 方程 和 输出 方程 随 状 态 变量 选取 的 不 同 而 不 同 。 
例 7.4 某 系 统 框图 如 图 7.7 所 示 ， 状 态 变量 如 图 标示 ， 试 列 出 其 状态 方程 和 输出 
方程 。 - 





Ja0) w+ 





图 7:7 例 7.4 图 


解 “对 3 个 一 阶 系 统 甩 十 x 二 ys， 其 中 








=f—zs 
则 有 
=—zi—zs+f (7 -34) 
又 
志 十 272 二 十 4z1 二 3z1 一 Zz 十/ 
所 以 得 
=371—2x—zxs+f (7 -35) 
再 有 
高 于 35 二 zx 
即 
= 3 (7 -36) 
那么 ， 输 出 方程 则 为 
MN (7-377 


3a (ti 一 一 zs 十 太 











7.2.3 由 状态 方程 列 输入 -输出 方程 


前 面 讲 了 由 输入 -输出 方程 得 到 状态 方程 ， 现 在 反 过 来 讲 由 状态 方程 如 何 得 到 输入 - 输 
出 方程 。 下 面 将 从 例题 来 人 手 进 行 讲解 。 
例 7.5 已 知 某 系统 的 动态 方程 如 下 ， 列 出 描述 y(z) 与 /Fi) 之 间 的 微分 方程 。 


B=| acy li (WD=[1 0]z(o) 
A -| 中 jv t)] y= ]zx(t 
解 方法 一 : 由 输出 方程 得 





y(D)=x(t) (7-38) 
yD)=x1(D)=—4n(D)+zr +f) (7-39) 
X(t)=—3x1(t) + f(A (7 -40) 


y=—4r1(0)+z 0) +f 0) 
=—4 OA 
=13x1(0)—4z(0)—3fH KO) 
ytay tby=(13—44t 人 De —4+to rt D+ as) 
dA4, b=3 
Pe (7-41) 
方法 二 : 对 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 零 状态 ,一 


bs $* / + || 
\ 一 工 (1) 一 zcty 十 | | [Fo ] 
一 休 ON 1 


4 1 
<xo-|- | F(s) (7-42) 
3 1 


ee 
wD 


Y()=[1 0]X(s) (7 -44) 


= ep 
Y()=[1 0]|sI— F(s) (7 -45) 
=8 0 1 
i [= 
HO= ey= [1 ols | ,| 9 (7 -46) 





因为 
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| 四 eol| 


HD 0 5 十 4s 十 3 |1 时 十 4s 十 3 汪 十 4s 十 3 Wy 
y+4y +3y=f (0)+f0) (7-48) 
7.3 连续 系统 状态 方程 的 求解 
对 连续 系统 ， 状 态 方程 和 输出 方程 的 一 般 形式 为 
Z(t)=Azr(t)+Bf() (7 一 49) 


y(OD) 一 Crz(O 十 DFC) ,7 (7-50) 
下 面 对 如 何 求解 这 些 方程 进行 介绍 。 8 


7.3.1 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 状态 方程 


假设 有 状态 矢量 x(4) 的 分 量 x (0) (i 二 人 届 …，n) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 XiCs)， 即 

XHSL [zx,(t)] 
由 矩阵 积分 运算 的 定义 可 知 ，n 状 次 笑 量 z(1)，p 输入 ，g 输出 矢量 的 拉 普 拉 斯 变换 分 
别 为 AR < 国 
X=L [RT = CL La I TD)] … 工 Lz, (2) 
F()=PEF0] = [L [fo]j 筷 [PoO] L [fT 
YRE {fy(W] = [hs WI] L Ly 0)] … 工 [yw(DO]] 
由 单 边 拉 普 站 斯 变 换 的 微分 性 质 和 线性 特性 分 别 有 

L [zi()] =sX(s)—x(0-) 

L [Ax (1)] =AX(s) 
式 中 ，x(0- ) 为 初始 状态 矢量 ，4 为 常数 和 矩阵。 那么 ， 此 时 式 (7 - 49) 的 单 边 拉 普 拉 斯 变 
换 为 

SX (5)—x(0-)=AX(s)+BF(s) 





移 项 整理 可 得 
(ST—A)X(s)=x(0-)+BF(s) 
对 上 式 左 乘 (sI 一 4A)"', 得 
KX(s) =(sI—A) x(0-)+(sT—A)!BF(;) 
(7=61) 
=@B()x(0-)+®(s)BF(;) 
式 中 
萝 () 一 (CT 一 人) 一 (7-52) 
这 常 被 称 为 预 解 和 矩阵 。 对 式 (7- 52) 求 拉 普 拉 斯 道 变换 得 到 状态 矢量 的 解 为 
x(D)=L [Bs)x(0-)] +L [LGC)BF(C)] (7 -53) 


一 Xua(t) 十 Xe(t) 
可 以 看 出 ， 状 态 矢量 的 零 输 入 解 和 零 状态 解 为 











xu (1 一 工 -1 [@(s)x(0_)] (7 


x (=L™! [@()BF(s)] (7-55) 
输出 方程 (7- 50) 取 拉 普 拉 斯 变换 得 
Y(C) 一 CXC) 十 DFC) (7-56) 
将 式 (7-51) 代 人 式 (7- 56) 得 
Y(5)=C®B()x(0_)+ [CG(CD)B 十 D] F(s) (7-57) 
对 式 (7-57) 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 可 得 响应 为 
y(D 一 L-: [CG(C)x(O-)] 十 L-: (1 [C®(s)B+D] Fs)) (7-58) 


由 式 (7-58) 看 出 ， 第 一 项 为 系统 的 零 输 入 响应 矢量 mm(:)， 第 二 项 为 系统 的 零 状 态 
响应 矢量 y,, (1)， 即 | 

WO 一 LI[CG(CD)x(0_ 订 (7-59) 

ya(D)=L7 (LCO() BHDIEG)) (7—60) 


7.3.2 系统 函数 矩阵 有 (s) 与 系统 稳定 性 的 判断 一 


由 式 (7 -57)， 可 得 零 状态 响应 为 
Ys)= [COB(IB+D] FG) 一 再 (CS)FC) (7-61) 


式 中 4 

: H()=CB( BHD (7 -62) 

H(;) 是 一 个 gxp 阶 矩 降 ， 常 称 为 系统 的 函数 矩阵 或 转移 函数 矩阵 。 其 矩阵 形式 为 
\ HA RBs) + Hls) 

Ha(s) Hs(s) … HH,,(s) 














H(s)= (7 -63) 
Ht Hets) ws Hls) 
系统 函数 和 矩阵 中 第 i 行 第 j 列 的 元 素 
H,(s) 由 第 j 个 输入 所 引起 的 第 i 个 输出 Y;(s) 的 响应 分 量 
We 第 j 个 输入 Fj)(s) 
称 为 第 i 个 输出 相对 于 第 j 个 输入 的 转移 函数 。 
因为 
ws 
GO 一 CT 一 AAA) 一 让 GT 
代入 式 (7- 62)， 得 
~ _ Cadi(sI—A)B+Ddet(:I—A) 
Hs det(sI—A) 
可 知 ， 系 统 的 特征 多 项 式 即 为 det( 江 一 4) ， 所 以 H(s) 的 极点 就 是 特征 方程 
det(sI—A)=0 (7 -64) 


的 根 ， 即 系统 的 特征 根 。 其 中 adi 表示 伴随 矩阵 ，det 表示 行列 式 。 判 断 特征 根 是 否 在 左 半 平 
面 可 以 判断 因果 系统 是 否 稳定 ， 就 是 说 系统 是 否 稳定 只 与 状态 方程 中 的 系统 矩阵 4 有 关 。 
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例 7.6 已 知 线性 时 不 变 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 为 
ws) a 2 m2 本 0 Cy 
[ec | | a sd bu 2 
[y(W] = [1 1] 上 mreon 


初始 状态 zi (0- )=3，z (0- ) 一 2， 输入 f(1)==6(1)。 试 求 系统 的 状态 变量 和 输出 ， 
并 且 判 断 该 系统 是 否 稳定 。 

解 ” 先 求 系统 的 状态 变量 和 输出 。 

和 矩阵 


预 解 矩 阵 





Sa 
B= GI-AY ter=A) 


_ I S 十 4 这 
CGE)| 一 1 s+1 
| 
上 式 代 入 式 (7-51)， 得 


X(Cs) 二 夯 CD7[x(0_ )+ BR 


> < 1 sh 2 贱 罗 并 
cmt “人 oa 


四 1 个 ETfs+4 2 1r3 
(十 2)Cs 十 3)| 一 1 +1j 3 











3(s 十 6) 12 9 

| 257G+5| |st2 st3 
3s 9 6 

《s 十 2)(0s 十 3)》 SS 








求 逆 变 换 可 得 
[| 
光一 , le (zt) 
ge 一 6e ™ 
直接 将 状态 矢量 代入 输出 方程 即 可 求 得 系统 的 输出 : 
y(t)=[1 1]x(t)+f(2) 
12e 2 一 ge ™ 
a 可 本 下 e+am 
9e *—6e™* 
=6(1)+6e “s(t) 
再 判断 该 系统 的 稳定 性 。 
系统 函数 H(s) 的 极点 就 是 | 江 一 A | 二 0 的 根 。 因 为 | 一 4 | 二 (十 2)(s 十 3)， 所 以 
H(s) 的 根 为 一 2、 一 3。 由 此 可 知 系统 函数 H(s) 的 特征 根 都 在 左 半 平面 内 ， 故 而 该 系统 


























例 7.7 已 知 系统 的 状态 方程 与 输出 方程 分 别 为 


二 人 疾 1 
ao=| Fe + | be 
1 0 0 
(2) | | ( + or ) 
四 一 
0 1 站 0 


6 
zco=| 让 f()=e’s(t) 


并 知 





求 系统 的 输出 ?(D) 。 
解 (1D) 求 @(s),，F(;s)。 

















- 


1 
了 十 xs 十 1 
ECG)= [一 4] 一 一 
1 
xGTT 
(2) 计 算 XC) 。 SSs 
XG) 一 @CDx(0) 十 @(CDBRGSD < 四 
1 A 1 ,0 6(G 一 1) 
| x 由 i 习 罗 站 1 _| G+DG-2) 
12 入 1 le ly YY lloJs—2 6(s’—3) 
ss s ss s ts LCs—2 
(3) 计 算 FG 
YGD) =CX(s) +DFGs) 
6G 一 1) 12s 





0 1 6(s°—3) 5—2 6(s’—3) 


s(st1)(s—2) sts+1)(s—2) 1 


(4) 取 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 算 得 





例 7.8 描述 某 因果 系统 的 状态 方程 为 


0 1 2 
#0=| kod [De 
= = 4 5 


求 常数 在 什么 范围 内 取 值 系统 是 稳定 的 。 
解 系统 的 特征 多 项 式 为 


Ss 二 
det(sI—A)=det [i | 











特征 根 为 


| 了 | (s+1)(s—2) 二 | 1 Ke 一 二 
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若 要 使 系统 的 特征 根 都 在 * 平面 的 左 半 平 面 内 ， 则 有 
1 一 4 天 一 1 
解 得 玉 二 0， 即 当 天 盖 0 时 系统 为 稳定 的 。 


7.3.3 用 时 域 法 求解 状态 方程 


























和 矩阵 指数 函数 e* 的 定义 为 

es =I+At+ A + 十 半 A Fe 之 地 A (7—65) 
其 主要 性 质 有 以 下 几 点 。 
(1) (7 -66) 
(2) (7—67) 
(3) A A TA (7 -68) 

dt SSN- 

(4) [lezc)] Ke Ar CD) te si) (7-69) 


以 上 各 式 中 A 为 nXn 的 方 降 ， 名 亿 是 一 个 Xn 的 方 阵 。 
起 始 状 态 矢 量 为 x(0- )4 在 .二 0 接 人 激励 的 因果 系统 ， 给 状态 方程 式 (7 - 49) 两 边 左 
乘 e-“ ， 移 项 得 Ee Id- 
er 一 PARK) 一 eeBFCt) 
根据 式 (7 - 69) 的 性 质 有 
i 了 [e-^z(t)] =e*Bf (0) 
对 两 边 从 0- 到 1 积分 ， 得 
ENx(t) 一 x(0_) = 上 e*Bf (Ddr 
再 对 上 式 左 乘 e* ， 利 用 式 (7 - 66) ， 移 项 得 


x(1) 一 euwx(0_) +| eoBf (rdr, 1 0 


(7 -70) 
= Xai(t) x(t) 
容易 看 出 ， 式 中 
xa(0) 一 ewx(0_) (7-71) 
xalt) = 『 eB/ (nde (7—72) 


它们 分 别 为 状态 矢量 的 零 输入 解 和 零 状态 解 。 和 矩阵 指数 函数 e* 在 求解 中 至 关 重要 ， 
所 以 常常 将 其 称 为 状态 转移 矩阵 ,用 g(t) 表示 。 那 么 有 预 解 矩 阵 (5) 与 状态 转移 矩阵 
9(0) 是 拉 普 拉 斯 变换 对 ， 即 
9(1)=e om@(s)= (1A)! 《7 = 739 
根据 两 个 函数 矩阵 的 卷 积 积 分 可 以 将 矩阵 矢量 的 解 写 为 











x(D=9)x0_)+ [p(Be()] *f0) (7—-74) 
式 中 ，e() 为 标量 函数 。 
将 式 (7 -74) 代 入 输出 方程 式 (7-50)， 得 
y(O0 一 Cp(Ox(0-) 十 [Ce(OD)Be(COD)] *f()+Df) (7 -75) 
=ya(t) t+ y(t) 





ya(0) 一 Cp(COx(O_) (7 -76) 
y(t)= [Ce(D)BECOD] * FoO) 十 DFCD) (7-77) 
式 (7-76) 及 式 (7-77) 分 别 为 系统 的 零 输 入 响应 矢量 和 零 状 态 响 应 矢量 。 
因为 Df()= [D804)] * (1)，6(1) 为 标量 矢量 ， 则 式 (7 - 77) 进 一 步 写 为 
ys(D)= [Cp Be CO 二 DC CD (7 -78) 
一 有 CD) x GO) CX Nr 
式 中 ，R(D) 是 一 个 4X 户 阶 和 矩阵 ， 称 为 冲 激 响应 矩阵 ， 其 矩阵 形式 为 
ht) hf pln) 
ha (NRE ho 0) 





h(i)= (7 -79) 


RNG hl) :2 hl) 
冲 激 响 应 和 矩 阵 的 意义 是 ;第 行 第 j 列 的 元 素 有 和 20D 是 当 第 j 个 输入 了 (0)=6(1)， 而 
其 余 输入 分 量 均 为 零 时 ， 所 引起 第 i 个 输 汶 syYtz) 的 零 状态 响应 。 观 察 式 (7 - 78) 和 
式 (7 -61) 可 知 ，h( 罗 与 Hs) 是 拉 普 拉 斯 变换 对 。 
根据 以 上 的 分 析 可 知 ， 无 论 是 状态 方程 的 解 还 是 输出 方程 的 解 都 可 分 解 为 两 部 分 。 登 
部 分 是 零 输 入 解 由 初始 状态 zx(0_ ) 引 起 ， 另 一 部 分 为 零 状态 解 ， 由 激励 /(4) 引起。 而 这 
两 部 分 的 变化 规律 都 与 状态 转移 矩阵 p(t) 二 e* 有 关 ， 因 此 可 说 p(t) 体现 了 系统 变化 的 实 
质 ， 也 是 求解 状态 方程 和 输出 方程 的 关键 。 下 面 介绍 时 域 法 中 最 常用 的 方法 一 一 “多 项 式 
法 ”。 其 基本 思路 是 依据 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 将 e* 定 义 式 (7 -65) 中 的 无 穷 项 和 转化 为 有 限 项 
之 和 。 
饥 莱 -哈密 顿 定 理 指出 ， 对 于 阶 方 阵 A， 当 ;全 时， 有 
A'=bI+TbA+bsA 十 … 十 b,_1A"! (7 -80) 
即 对 于 A 高 于 或 等 于 n 的 老 指 数 可 用 A”"' 以 下 短 次 的 各 项 线性 组 合 表示 。 于 是 将 e* 定 义 
式 (7 -65) 中 高 于 或 等 于 次 的 各 项 竹 指 数 全 部 用 A"' 以 下 才 次 的 各 项 老 指 数 的 线性 组 合 
表示 ,经 整理 后 即 可 将 e* 转 化 为 有 限 项 之 和 
er =aol 二 aA+TasA 十 … 十 a,_1A"! (7-81) 
注意 ， 式 (7-81) 中 系数 w(=0，1. 2，…,， 7 一 1) 均 为 时 间 : 的 函数 ,此 处 为 简便 将 
! 省 略 了 。 
由 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 还 可 以 得 出 : 如 果 将 方 阵 4 的 特征 根 人 Ci 一 1，2，…， n), 即 4 
的 特征 多 项 式 det (XI 一 4)==0 的 根 替代 式 (7 - 81) 中 的 矩阵 4， 方程 仍 成 立 ， 即 
时 一 四 十 ma 和 十 四 对 十 …… 十 wa (7-82) 
如 果 A 的 某 个 特征 根 ( 如 X,) 为 r 重 根 ,对 此 特征 根 则 必须 有 7 个 方程 














ao 十 a 十 qz 十 … 十 a,-141 ! 二 em 











站 [oo 十 ch 十 对 十 … 十 w- 和 :] a [e'] 
时 i 
th tot ] =e] Ce 
时 [wm 十 ai 十 oo 十 …+ ee [eu'] 
可 以 如 式 (7 - 83) 建 立 n 个 含有 待定 函数 a 二 0，1，2,，…，n 一 1) 的 方程 组 ， 联 立 求解 该 
方程 组 即 可 求 出 待定 函数 a;。 将 它们 代入 式 (7 - 81) 即 可 求 得 (2) 。 回 
例 7.9 有 和 矩阵 - 
1 0 0 回民 本 
4 | 1 0 【线性 时 不 变 连 续 系统 与 
1 离散 系统 比较 】 








求 状态 转移 矩阵 gp(1) 二 e* 。 
解 由 于 4 为 3 阶 方 阵 ， 故 矩 阵 函 螃 ' 人 出 表 示 为 4 的 二 次 多 项 式 ， 即 


ecoT 十 AT 十 oo42 (7-84) 
列 出 A 的 特征 方程 为 
A—1 0 0 
en 0  ) 一 IAA | 
0 Nb” 4—2 
特征 根 为 三 KM 二 重 根 )、4, 二 2。 
对 于 二 重 根 如 ， 有 
ao 十 ai 十 oa 对 一 ex (7-85) 
[om 十 mi +asA? 和 = 让 [ex ] 
即 
四 十 2a2A 一 tei (7-86) 
对 于 单 根 M: ， 有 
ao 十 az 十 oa 邓 一 et (7-87) 
代入 = 二 1、 和 二 2， 可 得 
om 十 w +as =e’ 


ai 十 2a: 一 te' 

ao 十 2ai 十 4a 一 e2 
解 得 

ao 一 一 2te' 十 ez 

wa 一 2e' 十 3te' 一 2e2 

Qs=—e'—te't+e” 


由 此 可 得 











oe tae-ael 
1 

0 

1 

1 


=(—2te'+e” i 


0 0 0 


1 0 
es i kk, | 
0 2 
e 0 
0 e 0 


0 六 二 首 疙 


例 7.10 描述 线性 时 不 变 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 为 
aD 2a Foese, 
[em ll ed [lie 

-LA 


[y(O]=[1 0 的 av 








初始 状态 为 zx (0- ) 王 3，xzs(0- ) 一 2， 输入 (0 一 53(4)。 试 用 时 域 法 求 方程 的 解 和 系统 的 





0 
1 
1 


0 
,| 
2 


输出 。 本 Ry 
解 〈1) 求 方程 转移 矩阵 9(1) 一 
系统 矩阵 ， 
关 
尖 作 的 特征 方程 为 2 本 
3 区 ”一 2 
,人 or or-a=de[ 个 让 |=o+2o+a= 


得 特征 根 为 ) 全 _2，) 二 3。 状态 转移 矩阵 可 写 为 
q(t)=e*=altaA 


于 是 
Qo 二 TaAl=en' 
ao 十 ai 一 ez/ 
代入 特征 值得 
an 一 2ai 一 e 2 
ao 一 3ai 一 e 
解 得 
ao 一 3e 一 2e 
a=e “—e 
于 是 


p(t)=e* =altaA 


1 0 二 
= 2 | ee 





-| 和 | 
Ee 





-| 


(2) 求 状 态 方程 的 解 。 


出 于 
x(1)=9 


将 有 关 和 矩阵 代入 得 


Ce 2e 2 一 e 3 
x(t)= , , 年 
i ee 








(1)x(0- ) 二 


10e *—7e * Et 
一 gaill 才 本 _, ln 
—5e*+7e | [|—e*+2e* 





-| l2e *—9e ™ 
一 6e "+9ge™ 


由 上 式 可 得 状态 变量 的 零 输 入 解 


小 二 0 


Xa 


Xs 


(3) 求 输出 。 


和 零 状态 解 为 


10e 2 一 7e ™ 
w=-| 中 ;0 


= “+ 


°- 


将 xD 和 y( 代 入 输出 方程 、 补 全 应 为 


y(2)=[1 Ajx 


HD ua 


Ww 


=—B(D+ 6e-”, tiP0O MA， 
例 7.11 局 生 基 久 在 季 铂 入 条 1 红 区 六 在 方程 为 


ee 和 A。 
解 因为 4(1) 二 e*4(0-)， 


2e 站 2 
一 ok 
-A 和 "Te 


将 上 述 两 式 合并 写 在 一 起 有 
这 样 
网 | ee 
| 
e 














求 矩 阵 4 可 采用 时 域 法 , 因为 


XD = (0) 


所 以 有 


二 2 和 i, | € 
e 十 ie“ 1 1 





Ye" 一 9e 3 
6e “十 9e 


人 下 
he 


[p(Be(t))| *f() 


am 


2 2er 二 十 2ter' 
20-)=| 人 xo=| ko #00.)=| 考 40 
e™' 1 e 一 十 te 


上 


上 oo 


一 


ko: 求 











所 以 


Ee —4te ‘+4e™ | -| 
te '—e™ = 22 一 


例 7.12 已 知 系统 的 状态 方程 与 输出 方程 分 别 为 


= 二 
#0=| oz je 
=1 0 


y(2)=[1 OJ]x(#) 
并 知 


2 
x0=[,|: f (0) =28(1) 


求 系统 的 输出 y(4) 。 
解 (1) 求 系统 特征 根 。 








dy 一] 一 | 记 |-。 
、 Q NA 十 1 
解 得 DNA 
A 二 1 hi=—2 
(2) 求 状态 转移 矩阵 e 。 、、 
状态 转移 阵 可 写 为 _J 习 > 加 
_ ¢(D)=e* eltaA 
方程 组 为 , 全 
解 得 
故 得 
ee 一 aof 十 mA 


| 二 
= 让 {ee = 
0 1 0 一 1 


er MO 
| 0 © | 
(3) 计 算 状 态 矢量 ，。 
x(0D) =9Dx(0) + 9p)B* f() 


ea er 一 ez2]r2 EH eur 
= 2 十 有 * 2g(t) 
0 ee 2 0 e 0 
2e 人 5 
一 | _ | 二 + # 2g(t) 一 
2e 0 er 


(4) 计 算 输 出 y(2)。 
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解 ” 考虑 本 问题 C= [1 0], D==0， 所 以 系统 输出 为 
1+e-'—e-Y” 
y(D)=[1 ol _, | 

[3 


=(1+e-'—e *)e(1) 
小 结 


本 章 首先 介绍 了 系统 的 状态 变量 和 状态 方程 的 基本 概念 ， 然 后 讨论 了 连续 系统 状态 方 
程 的 建立 方法 ， 最 后 给 出 了 求解 连续 系统 状态 方程 的 方法 。 


习 题 七 


7. 1 已 知 描述 系统 输入 /CD 、 输 出 y(1) 的 微分 方 和 为 


a yD | dy dy(1) 





a Ep NT tdy(1)=f(7) 
式 中 ，a、b、c、d 均 为 常量 。 选 状态 变量 为 
Xi) 一 ay(t) ，Ty : (0) DN db dD eydn) 


drs 
(1) 试 列 出 该 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 ， a 

(2) 画 出 该 系统 的 模拟 框图 ， 

7.2 图 ?38 所 示 的 复合 系统 由 两 个 线性 时 不 变 子 系统 S, 和 S, 组 成 。 其 状态 方程 和 
输出 方程 分 别 如 下 。 

对 于 子 系统 S， 


zi]_[f1l 一 2]fzu 是 1 | Wid 
[sal le lo nem ls,| 
对 于 子 系统 S。 
[ES TE. m0- -ole] 
Tbe [|-2 1 Zhz 0 es SR ] bz 
(1) 写 出 复合 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 的 矩阵 形式 。 
(2) 画 出 复合 系统 的 信号 流 图 ， 标 出 状态 变量 zu 、ze 、zm 、ztz， 并 求 复合 系统 的 系 


统 函数 H(s)。 
/0D yD 
- ee 


JAD 


















Ja(0 











7.3 图 7.9 所 示 为 连续 系统 的 框图 。 
(1) 写 出 以 zx 、z 为 状态 变量 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
(2) 为 使 该 系统 稳定 ， 常 数 a、5 应 满足 什么 条 件 ? 











图 7.9 题 7.3 图 _ 
7.4 如 图 7. 10 所 示 系 统 的 信号 流 图 ， 写 出 以 ri yz 为 状态 变量 的 状态 方程 和 输出 
方程 。 





图 7.10“` 题 7.4 图 
7.5 ， 某 连续 系统 的 状态 方程 为 


输出 方程 为 
y(t) 一 Zi 


试 画 出 该 系统 的 信号 流 图 ， 并 根据 状态 方程 和 输出 方程 求 出 该 系统 的 微分 方程 。 





测试 题 A 


I . 选择 题 (每 小 题 5 分， 共 50 分 ) 


下 积分 | C+ 和 ja = i 
A. 一 1 B.2 C.4 D.1 





2. 试 确定 FA) 一 2cos 人 十 sin ok 2cos (至 守信 号 周期 和 


A.6 B.12 公法 D. 24 
3. 连续 周期 信号 的 频谱 是 〈 Ji 
A. 连续 的 B. 离散 的 C. 周 戎 性 的 D. 与 单 周 期 的 相同 
4. 信号 f(D 和 f;(2) 的 波形 如 题 4 图 所 未 、 设 y()= 有 (0D) x f(t)， 则 y(6)= 
( ys SN 厂 
A.7 B.5 | D.6 











1 3 上 
题 4 图 
5. 信号 f(2) = 二 (0 一 +)e-*e (4) 的 拉 普 拉 斯 变换 F(s*) 一 ( Ys 
A i B: Cay S Gy Dy a 
6. 系统 的 幅 频 特性 | HGjw) | 和 相 频 特性 如 题 6 图 所 示 ， 则 下 列 信 号 通过 该 系统 时 ， 
不 产生 失真 的 是 ( )。 








A. f(t)=cos 7 十 cos 6t 
B. f(t)=sin 4 十 sin 8t 
C.f(1)=sin 34sin 44 

D. f(1)=cos’2t 


Iaw)l 
A 











7. 已 知 信号 Fo) 的 奈奈 斯 特 角 频 率 为 mw ， 则 信号 /xz)cos wt 的 奈奈 斯 特 角 频 率 为 ( )。 
A. ow B. 3 C. 2 D. 4w, 

. 下 列 等 式 不 成 立 的 是 (  )。 
A fut) * filttt)=f1(D) x fal) 


oo 


B 全 LAD # fl] = [f(D] * [Cf] 
CSD #0 WS) 
D. Ce) #6(1)=f(1) 
9. 一 个 因果 、 稳 定 的 连续 时 间 系 统 函 数 及 (s) 的 极点 必定 在 :平面 的 ) 。 
A. 左 半 平 面 B. 右 半 平面 C. 实 轴 上 D. 虚 轴 上 
10. [G2)8( 一 2 十 4) 等 于 (。)。 | 














和 A. 一 2 B.2 cn D.4 
开 . 填空 题 (每 空 3 分 ， 共 30 分 ) 


11. 已 知 /CD 波形 如 图 所 示 ， 试 而 还 G24 二 1D 和 的 波形 ， 





题 11 图 








12. 已 知 信号 h(1)==e(4 一 1) 一 e(4 一 3)，f(1)=e(1) 一 e(4 一 1)， 则 卷 积 (4) x Fo 一 
13. 已 知 f(D)=e(# 一 9)， 则 F(jw) 二 3 
. 系统 要 实现 无 失真 传输 ， 对 系统 (7) 的 要 求 是 (7) 二 ; 对 瑟 (jw) 的 
五 (jw) 一 
1 一 连续 线性 时 不 变 系 统 的 输入 、 输出 方程 为 2y (2) 十 3y()= 二 了 (0), 已 知 Fi 一 
alt), y(0-)==1, 则 >(0+ ) 一 
16. 已 知 信号 F(z) 如 题 16 图 所 示 ， 其 傅 里 时 变换 为 F(Gjw) 。 


f(D 
2 





测试 题 A 





(1) 求 F(0)= 
(2 求 | F(jw)do = 


| Fljw)e™dw = 


亚 . 计算 题 ( 共 70 分 ) 


17. (15 分 ) 线 性 时 不 变 因果 系统 , 已 知 当 激励 fi (71) 二 el(?) 时 的 全 响应 为 wm (0 一 
(2e 十 3e 2)e(); 当 激 励 f,(1)= 二 2e(1) 时 的 全 响应 为 yj (1) = 二 (4e-' 一 2e-*)e(1)。 求 在 相 
同 初始 条 件 下 ， 激 励 f; (1) 波形 如 题 17 图 所 示 时 的 全 响应 y (7) 。 





题 17 图 ,让 








18. (15 分 ) 周 期 信号 (一 1 yeos (Fo 
(1) (8 分 ) 求 该 周期 信号 的 基 波 周期 个 和 大 波 角 频率 0。 
(2) (7 分 ) 面 出 它 的 单 边 振幅 频谱 图 疮 , 一 22 和 相位 频谱 图 g, 一 20。 
19. (15 分 ) 独 述 某 线 性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
(iD 十 5y (十 6y() 一 2 疡 (十 6FC) 
已 知 初始 状态 y(0- )==1，y (0- )=1. 激励 F(i)=5cos te(t)， 求 系统 的 零 输 入 响应 
Yall)、 零 状态 响应 y,, (7) 和 全 响应 y(1)。 
20. (25 分 ) 已 知 某 连续 因果 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
yD+Iy D+2yD = +4) 





试 完成 ， 

(1) (5 分 ) 求 系统 函数 H(s)。 

(2) (8 分 ) 画 出 零 、 极 点 图 ， 标 出 收敛 域 ， 判 断 该 系统 是 否 稳定 。 
(3) (6 分 ) 画 出 其 直接 形式 的 信号 流 图 。 

(4) (6 分 ) 写 出 相应 的 状态 方程 和 输出 方程 。 





测试 题 A 答案 


I . 选择 题 ( 每 小 题 5 分 ， 共 50 分 ) 


LC SD 5B 4D DD 6D TB BB A 10.B 


工 . 填空 题 (每 空 3 分 ， 共 30 分 ) 


11. 已 知 /(4) 波 形 如 题 11 图 所 示 ， 试 画 出 7(20 二 1D 和 20 的 波形 。 


1 


A2t+1) dAD 


] 
~ 
-十 
ww 
生生 











题 11 图 








12. 已 知 信号 AD 一 ET) 一 et 一 3)， 大 (及 雹 二 和 ) 一 se(t 一 1)， 则 卷 积 AD) x 大 (0) 一 
(一 De( 一 1) 一 (一 2)80 一 2) 一 (! 一 3)e(t 二 3) 十 (一 4)e(t 一 4) 








13. 已 知 /(D) 和 QC 一 9)， 则 F(jw) 尘 2x6(w) 一 6Sa(3w)。 

14. 系统 要 实现 无 失真 传输 ， 对 系统 h(t) 的 要 求 是 有 (1) 二 k6(1 一 4); 对 及 (jw) 的 要 求 
是 H(jw)=_ kes™。 

15,. :3/2 

16. 6，4r，2r 


亚 . 计算 题 ( 共 70 分) 


17. (15 分 ) 线性 时 不 变 因果 系统 , 已 知 当 激励 广 (i)=s(i 时 的 全 响应 为 wm (t) 一 
(2e7' 十 3e-*)e(1); 当 激 励 (4) 二 2e(1) 时 的 全 响应 为 ys (0 一 (4e- 一 2er”)e(1)。 求 在 相 
同 初始 条 件 下 ,激励 f; (2) 波形 如 题 17 图 所 示 时 的 全 响应 ys (1) 。 

a 


题 17 图 









解 : yi1(1)= 二 y(t) 二 yn(t)= (2e 一 十 3e *)e(t) 
yt) = y(t)2y,(t)= (4e —2e "et) ee 
联 立 解 得 :ya(2) 二 8e Ye (De 
yu(t)=(2e€ 一 5e *)e(t). 
fi(1)=e(1)—2e(1—1)+e(t—2 …2 分 
ya (0 =ya(d) Ty C0) —2y (tO—1) Hy) 分 
=8e “e(t)+(2e '—5e *)e(t)—2(2e 人 一 5e "TY)e(t—1) 
由 
(oe I Be Ue I 
18. (15 分 ) 周 期 信号 /Co)=1 yeos(# + Se 人 (时 下 试 完 成 ; 
01D (8 分 ) 求 该 周期 信号 的 基 波 周期 了 和 基 波 角 频 率 人、 
(2) (7 分 ) 并 画 出 它 的 单 边 振幅 频谱 图 A, 一 nn 和 相位 频谱 图 y, 一 0。 
YX、 一 
人 工 YI 东芝 
解 : (1) 7(t) 一 1 十 cos( EE 3 | 



































2 
| 1 S 区 2x ky S 区 5 oo 
1 二 和 cos( 玫 二 至] 下 二 cos( 到 *] 4 分 


一 二 Avze( nQt++ op,) 








(2) EN el 


~ 


19. (15 分 ) 描 述 某 线性 时 不 变 系统 的 微分 方程 为 
(CD 二 5y (0D) +6yt) =27 (0)+6f0) 
已 知 初始 状态 y(0- ) 二 1，y (0- ) 一 1， 激励 f(t) 一 5cos te (1), 求 系统 的 零 输 入 响应 y; 
(1)、 零 状态 响应 y,, (1) 和 全 响应 y(t) 。 


sy(0- ) 十 (0_) 十 5y(0_ ) | 2(s+3) 
5 十 5s 十 6 十 5s 十 6 





Y(s) 





下) 分 


分 














十 6 2 5s 


WD YY CT 








…2 分 









































| s+6 4 ， 一 3 
一 GT2CGT5 一 十 2 st 
-jee /5 cis.6 
Y= 和 es 人 
st yt? re | 5 十 j 
tanks 4 、 一 3 一 4 Td V5 es 
Y(s)== 一 ;十 一 记 十 - 
#2 FS 3 | 法 





ya(t)=4e ze(t) 一 3e ae(t) 
yu(l)=—4e *“e(1)+2V5 cos(1—26. 6°)e(L) 
y(1)=—3e We(t)+2/5 cos(t—26. 6°)e(t) A 
或 =4cos 1 十 2sin 上 3 分 sof 
20. (25 分 ) 已 知 一 连续 因果 线性 时 不 变 系统 的 催办 为 
y+3y (6 十 2 DH 





试 完成 ， \ 
(1) (5 分 ) 求 系统 两 数 HG) 。 /下 >》 
(2) (8 分 ) 画 出 零 、 极 点 图 ， 标 遇 收 敛 域 ， 判断 该 系统 是 否 稳定 。 
(3) (6 分 ) 面 出 其 直接 形式 的 信忠 } 流 图 。 











(4) (6 分 ) 写 出 相应 的 状态 方程 和 输出 方程 》 代 标 准 拓 阵 形式 ) 
解 ， (1) 微分 方 程 殉 边 同时 拉 普 拉 斯 变换 
Cs RY )=(s+4EG) …2 分 





[Ys) s+4 7 s+4 











B= F(s) w+3st2 CFDGT2) 
Ee 
ty 
s 十 4 


(2) HH(D) 一 二 DGTF2) ， 零点、 极点、 收敛 域 各 2 分 ， 共 6 分 


jw 





收敛 域 包含 虚 轴 ， 该 系统 稳定 。 .pp 分 


Ls i | ss Bi 
0) HO 2 分 














测试 题 A 答案 





由 上 图 可 得 ， 状 态 方程 为 


总 一 FOOD 一 3zs 一 2z 





ZX! =X2 
输出 方程 为 \ 
y=47 Fr 2 分 ~ 
标准 形式 为 


EE TR 人 六 i 1 分 








测试 题 B 


I . 选择 题 (每 小 题 5 分 ， 共 50 分 ) 





1. 试 确定 /(k) 一 2cos 下 Hsin Tk 2c0s (4 - 守信 号 周期 7 


8 2 
A.8 B. 16 人 D. 4 
2. 下 列 等 式 不 成 立 的 是 ( Ys 
A. f(D (1)=f(0)0 (1) B. f(1)6(00)=f(0)6(7) 
C. f(D) #0 (1)=f (1) DO * Df() 


3. 积分 | (4 一 3)8( 一 24 十 4)di 等 于 ( )。 《AS 


A. 一 1 B. 一 0.5 CA D. 0.5 
4. 离散 时 间 序列 1(8) 和 f(8) 如 题 4 图 所 示 。 设 y( 久 一 广 (AD) x 亡 ()， 则 y(3) 等 于 
Ys 发 





5. 连续 周期 信号 的 频谱 是 ( ) 


A. 连续 的 B. 周期 性 的 
C. 离散 的 D. 与 单 周 期 的 相同 


6. 用 下 列 微分 方程 描述 的 系统 为 线性 时 变 系统 是 ( 0 
A. (十 2y (Dy)=270) 
B. y+2y (0) +y)=2701—t) 
C. y+2y (+5y()=2f (2) 
D. Y (oO 十 2y (D+y)=2f0—1) 
7. 系统 的 幅 频 特 性 | 五 (jio) | 和 相 频 特性 如 题 6 图 所 示 ， 则 下 列 信号 通过 该 系统 时 ， 
不 产生 失真 的 是 〈 让 
A. f(1)=cos ti 十 cos 61 B. f(1)=sin 21 十 sin 4t 
C. f(1)=sin 2tsin 4 D. f(D)=cos’ 4t 
8. 已 知 有 限 频 带 信 号 f(1) 的 最 高 频率 为 100Hz， 则 信号 f(z) * f(27) 的 奈奈 斯 特 角 频 
率 为 ( ) 。 








测试 题 B 


| 




















(a) 
题 6 图 
A. 100Hz B. 200Hz C. 300Hz D. 50Hz 
9. 一 个 因果 、 稳 定 的 连续 时 间 系 统 函 数 及 (;) 的 极点 必定 在 ;平面 的 ( Ys 
A. 右 半 平 面 B. 实 轴 上 C. 左 半 平 面 D. 虚 轴 上 


U,(s) _ 1 容 C 短 
页 GO TsTT 则 电容 C 等 于 








10. 如 题 10 图 所 示 电 路 ， 其 系统 函数 吾 (*) 一 





A. 0.5F B D. 3F 

和 本 2o|jeo 

题 10 图 
工 . 填空 题 (每 小 题 5 分， 共 25 分 ) 
册 , 已 知 信号 7 波形 如 题 1 图 质 杀 ， 试 画册 /(21 一 2) 和 全 的 波形 。 

/0 
4 
2 

-党 0 区 

题 11 图 


12. 某 连续 系统 的 微分 方程 为 (0) 十 5y (DD) 十 6y(2)= 二 (7) 十 4f(1)， 则 描述 该 系统 的 
频率 响应 H(jw) 二 

13. 已 知 一 个 线性 时 不 变 系统 初始 无 储 能 ， 当 输入 f1 (2) 二 e() 时 ， 则 输出 为 w (7) 二 
2e-*e(1) 十 6(1)， 当 输入 f(1) 二 3e-'e (1) 时 ,系统 的 零 状态 响应 y(1) 一 

14 已 知 一 连续 线性 时 不 变 系统 的 频率 响应 H (jw) = ] 凶 ， 该 系统 的 帆 频 特性 
[HGw) |= ， 相 频 特 性 p(w) 一 ， 是 否 是 无 失真 传输 系统 





15. 如 题 图 15 所 示 电 路 系统 ， 以 电流 源 i.(7) 为 输入 ,电感 电流 i (7) 为 输出 ， 则 该 系 
统 的 系统 函数 H(s) 二 











亚 . 计算 题 ( 共 75 分 ) 


16. (15 分 ) 线性 时 不 变 因果 系统 ,已 知 当 激励 户 (i)=s(o) 时 的 全 响应 为 y (1) 一 
(3e 十 4e 2)e(t); 当 激 励 f,(1)= 二 2e(1) 时 的 全 响应 为 mw (1) 二 (5e-' 一 3e-”)e(t)。 求 在 相 





题 15 图 


同 初始 条 件 下 ， 激 励 f; (7) 波形 如 题 16 图 所 示 时 的 全 响应 yi (2) 。 


17，(15 分 ) 周期 信号 -f(4)=1 eos (FA 取 ] 1 sin[ 到 #)， 试 完成 : 


FAD 
1 





题 16 图 





2 3 


(1) 求 该 周期 信号 的 基 波 周期 和 基 波 角 频 率 Q。 


(2) 夯 出 它 的 单 边 振幅 频谱 图 A, 一 az2 和 相位 频谱 图 p, 一 20。 
18. (20 分 ) 如 图 所 示 电 路 , 已 知 w(1) 二 e(t)V，i,(1) 二 6(1)A， 起 始 状 态 we (0- ) 一 


1V,iL(0- )= 二 2A, 求 电压 u(1)。 


+ ud(?) 一 i(D) 
二 


上 AD 
1H 


uf) 0.50 





题 18 图 


19. (25 分 ) 已 知 一 连续 因果 LTI 系统 的 微分 方程 为 


试 完成 : 


yD+Ay D+IyD) = +2f0) 


(1) 求 系统 函数 吾 (s) 。 





(2) 画 出 零 、 极 点 


图 











， 标 出 收敛 域 ， 判 断 该 系统 是 否 稳定 。 


(3) 画 出 其 直接 形式 的 信号 流 图 。 





(4) 写 出 相应 的 状态 方程 和 输出 方程 (标准 矩阵 方程 ) 。 





测试 题 B 答案 
考试 时 长 :180 分 钟 
答案 提供 : 李 云 红 
I . 选择 题 ( 每 小 题 5 分， 共 50 分 ) 
LB 2A 3B 4B 5C 6B 7.B 8B 9.C 10:A 


工 . 填空 题 (每 小 题 5 分 ， 共 25 分 ) 


11. 已 知 信号 /2 波形 如 题 11 图 所 示 ， 试 画 (24 于 27 和 和 全 的 波形 。 


Eo 





:. 久生 


题 1T 图 


12. 某 连 续 系 统 的 微分 方程 为 YE5y C0) 十 6y(2) = 二 /1) 十 4/(1)， 则 描述 该 系统 的 
jwt4 
(jw): 十 5jo 十 6 。 
13. 已 知 一 个 线性 时 不 变 系统 初始 无 储 能 ， 当 输入 户 (O=s(C) 时 ， 则 输出 为 w (0) 一 
2erxe(D) 十 9(t)， 当 输入 f(t)= 二 3eT'e (1) 时 ， 系 统 的 零 状 态 响应 y(1) 二 36(D) 十 (一 9e-' 十 12e-*) 
ECt)。 


14. 已 知 一 连续 线性 时 不 变 系统 的 频率 响应 末 Gjo) 一 记过， 该 系统 的 幅 频 特性 
| Bio) | =1， 相 频 特 性 p(w) 二 2arctan(w)， 是 否 是 无 失真 传输 系统 ? 不 是 。 
15. 如 题 图 15 所 示 电 路 系统 ， 以 电流 源 i, (4) 为 输入 ,电感 电流 i.(1) 为 输出 ， 则 该 系 


统 的 系统 函数 用 (一 二 


频率 响应 H(jw)= 























i(?t) i(D) 





题 15 图 








亚 . 计算 题 ( 共 75 分 ) 

16. (15 分 ) 线性 时 不 变 因 果 系 统 , 已 知 当 激励 /1 (4) 二 el1) 时 的 全 响应 为 w (1) 一 
(3e 7' 十 4e*)e(z); 当 激 励 f(1) 二 2e(z) 时 的 全 响应 为 mw () 一 (5e ' 一 3e *”)el1)。 求 在 相 
同 初始 条 件 下 ,激励 f; (DD 波形 如 题 16 图 所 示 时 的 全 响应 w (zt) 。 


AD 
1 











解 ， yi (0 一 ya(0) 十 ya (一 (3e 十 4e {het 


联 立 解 得 : 
yal(t)=(e 十 11e *)e(t) as 
yu (1 一 (2e- 一 7e *)e(yy. 
f(t)=e(t) —2e(1 4) + —2) 








Yat) = ya(t) yn 2 2 —1) + y, (5—2N 
、 《< 
(e '+lle ett)+(2e '—7eRAED) —2(2e 一 7e "TV)e(t—1) 











十 (es Te 2)e(t—2) 
(3eT'+4de *)e(t)—2(2e") —7e "mn )e(t 
a WO, 全 工 3 
17. (15 分 ) 周 期 信号 f()=1 yeos( 到 3 Fsin(¥ a 试 完 成 ， 
(1) 求 该 周期 信号 的 基 波 周期 和 基 波 角 频 率 0 ; 
(2) 并 画 出 它 的 单 边 振幅 频谱 图 A, 一 nQ 和 相位 频谱 图 y, ~~nQ。 


| RAR FE 
解 : (1) f(1)=1 十 cos ft 一 寺 coslgt 一 3 


























鱼 DA,cos(nQr 十 多 3 分 


2 i 分 


A 
(2) 也 2，A， 2 i 

一 开 一 开 yr 

p=3， 3 4 分 





DQ 7 ?ee 2 5 


p 


站 





测试 题 B 答 案 


18. (20 分 ) 如 图 所 示 电 路 , 已 知 w(t) 二 e(2)V, i(t)==6(1)A， 起 始 状态 uc (0- ) 一 
1V，i.(0- )= 二 2A, 求 电压 u(1)。 
解 : 画 出 电路 的 复 频 域 模型 为 





U.()=+, 开 () 一 1 分 
本 2 ed 
s 十 2 十 一 UG)=L) -+s [V0.6) -|] AP ef 4 分 
s Ss Ss 
5) 一 5—2 = 1 he Me vv oo... 
US pT Tt GT 4 分 


u(t) =e (0) —3te ED Vm A ON 


+ udt) 一 








FU = 





. 1(s) 


(0) CC) 0.59 











19. (25 分 ) 已 知 一 连续 因果 线性 时 不 变 系 统 的 微分 方程 为 
YD+A4y D+I3yt) = (00) +270) 

试 完成 : 

(1) (5 分 ) 求 系统 函数 H(s)。 

(2) (8 分 ) 夯 出 零 、 极 点 图 ， 标 出 收敛 域 ,判断 该 系统 是 否 稳定 。 

(3) (6 分 ) 画 出 其 直接 形式 的 信号 流 图 。 

(4) (6 分 ) 写 出 相应 的 状态 方程 和 输出 方程 〈 标 准 矩 阵 形 式 ) 。 

解 : (1) 微 分 方程 两 边 同 时 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 

(5 二 4s 十 3)YGs)=(5 十 2)F(s) 











YG) 十 2 
HOS oy = Rd 














3) 二 一 一 一 一 一 零点 ， 极 点 ， 收 人 分 , 共 
(2) H()= 上 零点 ， 收敛 域 各 2 分 ， 共 6 分 


jw 





、 282 十 5 
0) = 











(4) 设 状态 变量 了 ，zs 如 图 所 示 。 





由 上 图 可 得 ,状态 方程 为 
= f(D) —4r 3c 





tI =x, 


输出 方程 为 
yD) =27 Fr 2 分 
标准 形式 为 
Xl 0 1 fz 01 
-2 ET 人 1 夭 
Ly] 一 [2 |" 中 [fj: 分 





附录 A 常用 英汉 术语 对 照 


absolutely summable 

aliasing 

analog -to- digital( A/D)conversion 
auto regression filter 
autocorrelation function 


average value 


and limited white noise 

Bayes formula 

Bernoulli probability distribution 
Bernoulli trial 

Dilateral(two-sided) Z transformi 一 
bilinear design method 

bilinear transformation 

binomial probability distribution 
bit-reversal ) 
boundary 让 ‘ebnvergence 


butterfly computation unit 





butterworth filter 


causal sequence 

causality 

Clayey-Hamilton theorem 
central limit theorem 
characteristic equation( Eigen function) 
characteristic function 
characteristic root(Eigen value) 
circular convolution 

circular convolution 

circular shift 

circular shifting 


colored noise 


绝对 可 和 
混 释 

模拟 -数字 (A/D) 转 换 
自 回归 滤波 器 

自 相关 冰 数 

平均 值 


\ 蒂 限 白 噪声 


贝 叶 斯 公式 
伯 努 利 概率 分 布 
伯 努 利 试验 
双边 = 变换 


双 线 性 变换 法 


双 线 性 变换 

二 项 概率 分 布 
比特 反 置 

收敛 边界 

蝶 形 运算 单元 
巴特 沃 斯 滤波 器 


有 始 序列 
因果 性 

凯 莱 -哈密 顿 定 理 
中 心 极限 定理 
特征 方程 
特征 函数 
特征 根 
循环 卷 积 
圆 卷 积 
循环 移 位 
圆周 移 位 

色 噪 声 








complete solution 


complex frequency shifting 

conditional probability 

conditional probability density function 
conditional probability distribution function 
continuous random process 
continuous random variable 
contour integer method 
controllability 

convolution of matrices 
convolution sum 
Cooley-Tukey algorithm 
correlation 

correlation coefficient 
cross-correlation function 
covariance 

cross-power spectral density™、 


decomposition property 二 
elay element 个 
NN 


elayer ”7 


a 


ensity function 

deterministic random process 
iagonal variable 

difference equation 
differentiability 

differential equation 

digital filter 

igital signal 

digital-to-analog (D/A)conversion 
direct simulation 

Dirichlet condition 

iscrete cosine transform(DCT) 
discrete Fourier trans{orm(DFT) 
discrete random variable 


discrete time Fourier transform(DTFT) 





iscrete time signal 


全 解 (完全 解 ) 

复 频 移 (特性 ) 

条 件 概 率 

条 件 概 率 密度 函数 
条 件 分 布 函数 
连续 随机 过 程 
连续 随机 变量 
围 线 积分 法 

可 控制 性 
矩阵 的 卷 积 


- 库 利 -图 基 算法 
\ 第 


相关 系数 
互相 关 函 数 
协 方差 


互 功率 谱 密 度 


分 解 特性 

延迟 单元 

延 时 器 

密度 函数 

确定 随机 过 程 

对 角 线 变量 

差分 方程 

微分 特性 

微分 方程 

数字 信号 

数字 -模拟 (D/A) 转 换 
直接 模拟 法 

狄 里 赫 利 条 件 

离散 余弦 变换 
离散 傅 里 叶 变换 
离散 随机 变量 
离散 序列 传 里 叶 变 换 
离散 时 间 信 号 








附录 A ”常用 英汉 术语 对 照 











discrete time system 离散 时 间 系 统 
discrete Walsh transform(DWT) 离散 沃 尔 什 变换 
distortion less transmission 无 失真 传输 
distribution function 分 布 函数 
Duhamel integral 杜 阿 米尔 积分 
dyadic convolution 并 矢 卷 积 
dynamic equation 动态 方程 

E 
ensemble average value 集合 平均 值 
ergodic random process 各 态 历经 随机 过 程 
error function 误差 函数 
Euler's approximation method X 欧 拉 近 似 法 
excitation ‘ 激励 
exponential probability distribution 天 3 指数 概率 分 布 

. 
\N 下 

ast Fourier transformCFFT)> 有 党 快速 伟 里 叶 变 换 
requency response 人 IT 频率 响应 
ilter autocorrelation Finction 0 滤波 器 和 白 相关 函 数 
inal value théofem Sy) 终 值 定理 
Fourier thatshorm 站 傅 里 叶 变 换 
requency bandwidth 频率 宽度 
requency domain analysis 频 域 分 析 
frequency response of discrete-time system 离散 时 间 系 统 的 频率 响应 
fundamental component 基 波 分 量 
undamental matrix 基本 和 矩阵 

G 
Gaussian probability distribution 高 斯 概率 分 布 
Gaussian random process 高 斯 随机 过 程 
Gaussian random variable 高 斯 型 随机 变量 
Gibb's phenomenon 吉 布 斯 现象 

H 
harmonic component 谐 波 分 量 
homogeneity 齐 次 性 


homogeneous solution 齐 次 解 











ideal low-pass filter 理想 低 通 滤波 器 
ideal sampled signal 理想 采样 信号 
impulse-invariance design method 冲 激 响应 不 变 变 换 法 
initial value theorem 初 值 定理 
input-output equation 输入 -输出 方程 
integrator 积分 器 
interpolation formula 内 捅 公式 
interpolation function 内 插 函 
inversal 反 转 i 入 
inverse discrete Fourier trans{form(IDFT) -离散 传 里 时 着 变 换 
XAY- 

了 AN 
joint central moment MX A 联合 中 心 矩 
joint ergodic random process .人 从 联合 各 态 历 经 随机 过 程 
joint moment MN 厂 联合 矩 
joint probability density fuiiction A 联合 概率 密度 函数 


joint probability distribution function Ww L “联合 分 布 函数 
joint wide-sense stationary random protess ”联合 广义 平稳 的 随机 过 程 


NA 

















\V L 
left sequence 左边 序列 
left shift 增 序 
loop 回路 

M 

marginal probability density function 边界 概率 密度 函数 
marginal probability distribution function 边界 分 布 函数 
marginal stable 临界 稳定 
Mason s formula 梅森 公式 
matched filter 匹配 滤波 器 
mathematical expected value 数学 期 望 值 
Maxwell probability distribution 麦克 斯 韦 概率 分 布 
mean square error 均 方 误差 
mean square value 平均 值 
mean square value 均 方 值 
mixed random process 混合 随机 过 程 





mixed random variable 
moment 
moment about origin 


Moving Average filter 


narrow band random process 
noise 

nondeterministic random process 
non -ergodic random process 
non — recursive digital filter 
nonstationary random process 
normal probability distribution 
normal random process 
normalized covariance 
numerical solution 

Nyquist sampling interval ~ ™ 


Nyquist sampling rate ,I 习 


x 


observability Ww S 本 
odevity SN 
optimum linear system 
orthogonal process 


output equation 


Paley-Wiener criterion 

Parseval s equation 

partial sum 

partial-fraction expansion method 
particular solution 

phase variable 

Poisson probability distribution 
pole 

power spectral density 

power Spectrum 


power transfer function 


入 
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原点 矩 
滑动 平均 滤波 器 


窄带 随机 过 程 
噪声 

不 确定 随机 过 程 

非 各 态 历经 随机 过 程 
非 递归 数字 滤波 器 
. 非 平稳 随机 过 程 


\ 正 态 概率 分 布 
、 正 态 随机 过 程 


归 一 化 协 方差 
数值 解法 
奈奈 斯 特 采 样 间隔 





本 硅 斯 特 采样 率 


可 观测 性 
奇偶 性 

最 佳 线性 系统 
正 交 过 程 
输出 方程 


佩 利 - 维 纳 准则 
帕 斯 瓦尔 方程 
部 分 和 

部 分 分 式 展 开 式 
特 解 

相 变 量 

泊 松 概率 分 布 
极点 
功率 谱 密 度 
功率 谱 
功率 传输 (转移 ) 函 数 




















power-series expansion method 
prediction filter 

pre — whitening filter 

principal value region 

Principle value sequence 
probability density distribution 
probability distribution 


probability distribution function 


random process 

random variable 

Rayleigh probability distribution 
recursive digital filter 

region of convergence(ROC) 
residue method 

right sequence 
right shift > 2% 


sample A 
sampled sighal 
sampling 
sampling frequency 
sampling interval 

sampling property 
Sande-Tukey algorithm 
scalar multiplier 

scaling property 

Schwarz inequality 
sequence 

sequence shifting 

sequence shifting operator 
Shannon sampling interval 
Shannon sampling tate 
Shannon sampling theorem 
shift-invariant 


shot noise 


NW 





睾 级 数 展开 法 
预测 滤波 器 
自 化 滤波 器 
主 值 区 间 
主 值 序列 
概率 密度 函数 
概率 分 布 
概率 分 布 函数 





随机 过 各 


.随机 变量 
\ 瑞 利 概率 分 布 


递归 数字 滤波 器 
收敛 域 
留 数 法 
有 边 序列 


及 


样本 

采样 信号 
采样 

采样 频率 
采样 间隔 
采样 性 质 

桑 德 -图 基 算 法 
数 乘 器 (标量 乘法 器 ) 
尺度 变换 
施 瓦 茨 不 等 式 
序列 

移 序 

移 序 算 子 
香农 采样 间隔 
香农 采样 频率 
香农 采样 定理 
移 不 变 

散 粒 噪 声 


Simpson probability distribution 
sine integral 

single-sided cosine sequence 
single-sided exponential sequence 
single-sided sequence 

sink node 

smoothing filter 

source node 

spectrum 

stability 

standard deviation 

state equation 

state space 

state trajectory 

state variable 

state vector 

state-transition matrix 
stationary random procéss 、 
statistical average value p 
statistical indeperidenf 
steprinvariance design method 
summer(atlde?) 

symmetry 


system 


thermal noise 

time autocorrelation function 
time cross-correlation function 
time domain analysis 

time invariant property 

time shifting(property) 

total probability density function 
transfer function matrix 


triangle probability distribution 


uncorrelated 
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辛普森 概率 分 布 
正弦 积分 

单 边 余 弦 序 列 
单 边 指 数 序列 
单 边 序列 
汇 点 ( 阱 点 ) 
平滑 滤波 器 
源 点 

频谱 
稳定 性 
标准 着、 


状态 方程 


态 空 间 
状态 轨迹 
状态 变量 
状态 矢量 
状态 过 渡 和 矩阵 


亏 弟 稳 随机 过 程 
统计 平均 值 


统计 独立 

阶 跃 不 变 设计 法 
加 法 器 

对 称 性 


热 噪 声 

时 间 自 相关 函数 
时 间 互 相关 函数 
时 域 分 析 

时 不 变性 
时 移 (特性 ) 

全 概率 密度 函数 
转移 函数 矩阵 
三 角形 概率 分 布 


不 相关 











uniform probability distribution 


uniform sampling theorem 
unit function 

unit function response matrix 
unit impulse response matrix 


unit step sequence 


variance 


vector difference equation 


white noise 


wide-sense stationary random process .< 


width of pulse 1 NN 


Wiener filter 


Wiener-Khinchin theorem 、 








window function method, 


Zero i SA 人 bd 
N 
Z-transfopm、 > 


Z-transform analysis method 








均匀 概率 分 布 
均匀 采样 定理 
单位 函数 

单位 函数 响应 矩阵 
单位 冲 激 响应 矩阵 
单位 阶 跃 序列 


方差 
矢量 差分 方程 


、 广义 平稳 的 随机 过 程 
脉冲 宽度 
维 纳 滤波 器 

_ 维 纳 - 欣 钦 定理 


_ 守 窗 函数 法 





附录 B 部 分 习题 参考 答案 


习题 一 

(1) 周 期 序列 ，N=10;， (2) 周 期 序列 ，N=24; (3) 非 周期 信号 ; (4) 非 周期 信号 。 
(1)8 (十 28(0) 一 [cos ti 十 4sin 21]e(t); (2)r; (3)3。 

01) 线性、 时 不 变 ; (2) 非 线性 、 时 不 变 ; (3) 非 线性 、 时 不 变 。 

(1) 非 线性 、 时 不 变 、 因 果 、 稳 定 ; (2) 线 性 、 时 变 、 非 因果 、 稳 定 ; 

(3) 线 性 、 时 变 、 因 果 、 不 稳定 ; (4) 线 性 、 时 变 、 非 因果 、 稳 定 。 

1.7 一 e 十 3cos xt, t 之 0 

1.8 e(1)—4e(t—1)+5e(t—2)—5e(t—4)+4e(t -el 6) 

1.9 el1)—e(t—1)—e(t—2)+e(t—3) \ 
习题 二 X 
2.1 (1)2e *—e ™, 1>0; (2)2e ‘cos 2 130; (3)(2+31)e 'e(1), t>0。 
2.2 (Dy(01)=1, y (0+)=1; (Pt)=—2, y (01)=12, 








2 和 DayaD= C20 ee O= 人 +e ke, 


1 
3 2 6 





(2) ya(1) =esin 1e(1), yD) = Si Ze) , y(1) =2e-'sin te(1), 


2.4 hg sin 2 (1), gOE 疡 一 蚊 e-isin (21+63.4°)] elt) 


2.5 (DEP)—3e"e(), g(1)=(—0.5+1. 5e-")elt) 
2.7 (1)0. 5te(t); (2)te-*el(t); (3)0.25(21 一 1 十 er2)e(0); (4)(0. 5¢+3t+4)e(t+2), 
2.8 y(0) 一 (一 3)e(t 一 3) 一 (! 一 5)e(t 一 5) 








Es 0<t<1 
2.9 h(t)=12—t, 1<1<2 
0， t=0 


10 h(t)=26(1)—3e 'e(t) 

11 h(1)=e(t)te(t—1)+e(t—2)—e(t—3)—e(t—4)—e(t—5) 
h(t)=e(t)—e(t—1) 

1 X10 5 e008)s (2)(—0D (hy), 








Le 


2.14 (1) [2X(—1):—4X(—2):] e(k); (2)[eos 等 +2sin 等 ]e(o。 


2.15 (1)ya(k)=—2X(2)e(k), ys(k)= [4X(2)*—2] el(k); 
(2)ya(k)=2X(—2)te(k), ys(k)= [2X(—2)*+k+2] el(k), 


kr x 
4 4 
2.17 (a)h(k)= [—1+4X(3)] e(k); (b)h(k)=0.5X [(0.6)*++(0.4)*] e(k)。 








2.16 (Dh(R)=(—2)"!e(k—1); Ch VEX 22) cos ( kw. 





么 18 


2 19 


2. 20 


2. 21 


习题 三 0 
习题 RS 


3;1 


MA 
(4)02 一 rrad/s， T=2sy L054 rad/s, T=88: C60 


3.2 





CDfixfs={, 0, 1, 3. 4, 4, 4, 3, 1, 0, 7}; 


(2) 户 * fs={.…, 0, 3, 5, 6, 6, 6, 3, 1, 0, -}s 
k=0 
(Dfi# f= 0 3 —1, 2» —25 一 1， 一 1， 0, ys 
$k=0 
(4)( 户 一 /站 )* fs={., 0, 3, 2, —2, —2, 2, 2, 1, 0, -…}。 
个人 一 0 

(Ca)h(k)=0(R)— (0.5)e(k—1)=20(k)—(0. 5)e(k), g(k)=(0.5)e(k); 
(PNR)=OCR)— (0.5)e(k—1)=26(k)—(0. 5)e(k), g(k)=(0.5)e(k), 

















eos ez 
yn (k)=2cos 4 KS 


0, k<0 <XNN 
(人 一 1 十 1， 0<k<A ,XE 
5，A>5 NSS、 


6 


CN 


(1)0=100rad/s, T= 2 NO0= Frad/s, T=4s; (3)Q=2rad/s, T=xs; 





Trad/s, T=60s。 





30 








" A 了 COB NR— TN/ 4 COS Nn ， 
vie HD Cos mt 一 2) asin nO 





D> : - 
1 [1—cosnn 





SN 小 ， 8 和 _ 
CW fN(e 3 |= + an) cos nft 2 到 sin nQts 











{3 u(tz) (= +>) 1 cos nl2t + > Lsin nt; 


ar1 nl 





(CD /CO = 户 (0 十 六 (0 一 去 十 闷 A Leo nl], nin, 


3.3 


3.4 


3.6 











pr (nn): 
和 
(2) f(z) 的 傅 里 叶 级 数 中 含有 的 频率 分 量 为 正弦 波 ; 
(3) 户 (0 的 傅 里 叶 级 数 中 含有 的 频率 分 量 为 偶 次 余弦 波 ; 
(4) 100) 的 傅 里 叶 级 数 中 只 含有 奇 次 谐 波 .包括 正弦 波 和 余弦 波 。 
f= >) 2 ( 2 sin cos 时}sin 2nt。 


i nr nn 


将 wb) 化 成 标准 形式 得 


u(t) =2+5cos ( 人 143.13") H+2cos ( a 60"] Feos ( 竺 45"] 
图 上 略 。 


De je2 el 一 fcos w 

















(Dj 


ST 








略 。 


3.8 f= Disat— De 


3;9 


3.10 


3.11 


3.18 


3.19 
3.20 


3.21 


3.22 
3.23 


3.24 


25 
26 
27 
.28 


Wwww 


(DolF Ow); (Diem 


lw 





和 (一 j2w) 十 xF(O)5(w) 


(1)F(0) =2;(2) | 下 (jw)do = 4r。 





Carsa[ 时 je (b)l—e jvre 





lay a Ca 
2 3 

, 六- 
QDFem0 (2) F_,; (3) jnQE3) (4) F，( 但 信号 周期 为 工 )。 
7r r > 
Y(jo) 王 2R(o)cos w 


NA 
Ww} 


F [ji(o 一 3) 了 Ts 


入 


DEF [ij(o 十 3 ee 





1 
人 2 


rioX 
C2)j Bar)-r(- 


<<、 > 
N/T; 多] ew 区 
‘(DoF 中 ] er 十 二 F(0)5(w) 。 
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(D6(D+E; (2) 
jnt 
略 。 


y(t)=cost 


gz:(w 十 5) 十 gxz(w 一 5)j; e SeCt)。 
[gs:(o 十 5) 十 gs( 5)]; (3) 二 “golt) 


sint 


2xt 





y(t)= cos 1000t 
y(t)=2+sint 


y(t) 一 1 十 cos (1t—2) 





y(t)=1+2cos (一 号] 
略 。 

y(t)=3—4sin 1 一 2cos 21 

(1)f/. 宇 600Hz; (2) 大 二 400Hz; (3) 放 过 200Hz; (4) 放 过 400Hz。 
(2)2kHz=<f.=3kHz. 
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1， Re [*] >1 
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V2 (5 十 4) 











2 3(2s+1) 
人 本 
3 DTorTs: 《4227 十 5 十 73 





4.4 (1)yi(t)=(5e 一 4e *)e(t), 0 一 [去 -和 +e 上 0， 


(2) ya(D) =(e-"—e-")elt), woO= 人 De 人 Ye 


4.5 (Dt Ye: (2)(1—2)e 2xe(t) 


es 
4.6 nD=( 守 2e tse kw 从 


至 于 -at 二 六 
4.7 (1)A(t) 一 了 (2 十 e We(t); (2)7(t) 一 MED 
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5.1 (a)HC) 一 -十 58 RSS Fa) Gt) 
X 
5.2 (a)H(s) Ei HI- 1 > 


1 十 
个 - ct 
(DHGS D2 3 HOw EE 


5.3 (1 全 往 定 ， (2) 稳 定 ; 未 人 
5.4 K<4 


本 | s+2 
6 y ; A 
5.5 (WH() = Tro PH ta 











5.6 (DH(s)=— 





; (2)Y (D+2y (CD 十 2y(D) 3 [f/fW+F DHS, 











(3) 稳 定 
习题 六 
二 丁 
6 的 |=|>1 
6.2 F(z) |z| : (2, 0) 





6 DA = (a ti—b"!), n>0 


三 下 时 寺 下 
6.4 (00 一 [ 2 ee ] je 











习题 七 


二 0 
EA 四 Xl 0 
| 三 | es 三 此 
7.1 Wial=| 一 二 0 1 中 3(D 一 二 ri 
as Xa 1 
_4 00 
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Tal 1 一 2 0 Tal 1 Tal 
Ta | 0 0 Ta 0 Taz 
BD = 十 flD, y(D)=[1 一 1 0 0] 
人 0 
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(2)a 二 一 3， 0 


"El Phob me "lsh 


7.5 YO+Ay DFI = D+AV NT 
a es 





